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Capitolo 1

Proprieta delle matrici v di Dirac

Le matrici v di Dirac sono un set di quattro matrici 7°, 7!, 42, ¥* definite dalla relazione di
anticommutazione

{7M7 fYV} ZQQWJH </~L7V:0717273>7 (1'1)

che garantisce la compatibilita dell’equazione di Dirac

(i 0y —m)YP(x) =0 (1.2)

con 'equazione di Klein-Gordon, e dalla condizione

=920 (k=0,1,2,3), (1.3)

che permette di dedurre dall’equazione di Dirac un’equazione di continuita con densita di
probabilita definita positiva.

Una scelta specifica delle matrici che soddisfano alle (1.1) e (1.3) viene chiamata
rappresentazione delle matrici v (vedi il Capitolo 3).

Proprieta delle matrici v di Dirac:

1-A.

1-B.

Prendendo p # v, le relazioni di anticommutazione (1.1) implicano che le quattro
matrici v* anticommutano tra di loro. Per pu = v, le relazioni di anticommutazione
(1.1) implicano che i quadrati delle matrici y sono dati da

(70)2 =1, (1.4a)
(¥)=-1  (k=1,2,3). (1.4b)
Dalle (1.1) e (1.3), segue che la matrice 7" & hermitiana,
1
=1 (1.5a)
e le v* sono anti-hermitiane,
.i.
AR = 4k, (1.5b)



1-D.

1-E.

1-F.

Le matrici di Dirac restano costanti per trasformazioni di Lorentz. Infatti, la loro
definizione e’ indipendente dal sistema di riferimento. Le matrici di Dirac con I'indice
in basso (70, 71, V2, 73) sono legate a quelle con l'indice in alto (7%, 71, 72, 4?) dalla
relazione

Y= 0w =g (1=0,1,2,3). (1.6)

Percio si ha
Y% =7", (1.72)
mw=-" (k=123). (1.7b)

Le matrici v hanno traccia nulla
Tr[y*] = 0. (1.8)

Infatti, per esempio, utilizzando le relazioni di anticommutazione (1.1), per la traccia
delle 7* si ha (nella traccia dei prodotti di 3 matrici v prima permutiamo circolarmente!
e poi commutiamo tra di loro 7% e )

Tr hk] = Trhoyoyk] = Trhoykvo} =—Tr [70707]“] = —Tr hk} = Tr hk} :(O. )
1.9

Per le tracce di prodotti di matrici «y si veda il Capitolo 8.

La dimensione N delle matrici v e pari. Infatti, consideriamo per esempio la relazione

Ok = ka0 = (1) R0 (1.10)

Prendendone il determinante si ottiene

Detq” Dety* = (—1)" Dety* Detr". (1.11)
Essendo Dety? # 0 e Dety* # 0 (7° e 4% ammettono gli inversi), si trova

1= (=" — N pari. (1.12)
La dimensione minima delle matrici v € N = 4. Infatti, nel caso N = 2 esistono solo
tre matrici mutuamente anticommutanti, le matrici di Pauli.

Poiche la matrice v° ¢ hermitiana e le matrici v¥ sono anti-hermitiane, le matrici v
possono essere diagonalizzate (non tutte simultaneamente, ma una alla volta, perche
anticommutano). Dalle relazioni (1.4) si ricava che gli autovalori della matrice ° sono
+1 e gli autovalori delle matrici 4* sono +i.

'Tr[ABC] =Y (ABC),, = Y AapBs;Coa = Y BspCpaAas =Y (BCA)y, = Tr[BCA]

@ a,B,p a,B,p B
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E utile definire? la matrice 5

7= =iyl (1.13)

E importante notare che lindice della 7 non ¢ un indice di Lorentz e puo stare
indifferentemente in alto o in basso:

=0 (1.14)
Dalle proprieta delle matrici v si ottiene che
{’,"} =0 (1.15a)
() =1 (1.15b)
T
(") =" (1.15¢)
E anche utile definire le matrici
of =~04%, (1.16a)
B=A°, (1.16Db)
che permettono di scrivere I’equazione di Dirac in forma hamiltoniana:
o
— =H 1.17
con® .
H=—ia-V+5m. (1.19)

Le matrici 8 e a® sono hermitiane

sgl=p, (M) =aF, (1.20)

per cui 'hamiltoniana di Dirac (1.19) & hermitiana. Le matrici 3 e o® soddisfano le relazioni
di anticommutazione

a'ad +alal =201, (1.21a)
a'B+pBa' =0, (1.21b)
B =1. (1.21c)

» Esercizio 1.1
Dimostrare le relazioni (1.15).

ZNotare che la nostra definizione di 4° differisce di un segno rispetto a quella di alcuni autori (ad esempio
Bjorken & Drell e Itzykson & Zuber).
3Ricordiamo che

V=0 = —. (1.18)






Capitolo 2

Prodotti di matrici v: matrici I

Definiamo le 16 matrici I'* (a = 1,2, ...,16) ottenute da prodotti di matrici ~:

Pl
rz—re
FG _ Fll
F12 . F15
1—\16

1

AH

o = % el (prodotti di 2 matrici )
AH AP (prodotti di 3 matrici )
P (prodotto di 4 matrici )

L’ordinamento delle 16 matrici I'* e esplicitato nella tabella 2.1.
Proprieta delle matrici I':

N o

p}—‘

2-A. Dato un prodotto di matrici v, tutte le coppie di matrici uguali possono essere eliminate
utilizzando le relazioni di anticommutazione (1.1) e le proprieta (1.4) sui quadrati delle
matrici di Dirac. Utilizzando questo metodo, un prodotto di £ matrici v contenente ¢
copie di matrici uguali viene ridotto ad un prodotto di £ — 2¢ matrici ~.

2-B. Poiche il numero di matrici v e 4, tutti i prodotti di piu di quattro matrici v sono
riducibili al prodotto di un numero minore o uguale a 4 di matrici .

2-C. Dalle relazioni di anticommutazione (1.1) segue che prodotti contenenti le stesse matrici

v in ordini diversi sono uguali a meno di un segno.

indipendenti di k£ matrici gamma e dato dal coefficiente binomiale

2-D. Le matrici I" rappresentano tutti i prodotti non riducibili di matrici v. Infatti:

(&) = mam

Percio il numero di prodotti

(2.2)

2-D-1. La matrice I'' = 1 ¢ l'unico prodotto indipendente di zero matrici v ((3) = 1).

bt



2-D-2.

2-D-3.

2-D-4.

2-D-5.

Le quattro matrici ['? —I'® = 4%, 4!, 42, 43 sono banalmente i prodotti indipendenti
di una matrice v ((1) = 4).

Le sei! matrici [0 — 't = g% g2 593 512 523 03!, rappresentano tutti i prodotti

indipendenti di due matrici v ((3) = 6). Infatti, si ha

ot =iy (n#v). (2.3)

Percio e evidente che le sei matrici o*” rappresentano, a meno di un fattore di
proporzionalita =44, tutti i prodotti di 2 matrici v non riducibili ad un multiplo
dell’identita.

Le quattro matrici I''? — ' = 49~ ~1 45 4245 4345 rappresentano, a meno di
un fattore di proporzionalita £4, tutti i prodotti di tre matrici v non riducibili ad
un multiplo di una matrice v ((4) = 4). Infatti si ha

V09’ = —ivy*y?, (242)
B = —inPy2a3 (2.4b)
7 = =iy (2.4c)
7Py = —in'y'y?, (2:4d)
cioe .
7 = %gaﬁ esup "7 (2.5)

La matrice v° ¢, a meno di un fattore di proporzionalita 44, 'unico prodotto di
quattro matrici v non riducibile al prodotto di un numero minore di matrici ~

(1) =1).

2-E. Qualsiasi prodotto di matrici v e proporzionale a una delle 16 matrici I', con un fattore
di proporzionalita uguale a +1 o +i.

2-F. In particolare, il prodotto di due matrici I' € proporzionale ad una matrice I': per ogni
coppia I'*, I'® con a#b esiste una matrice I'® # 1 tale che

M“r*=al® con a==+l,4i. (2.6)

Infatti, poiche I'* # I'®, il prodotto I'*I'® contiene almeno una matrice v* in numero
dispari. Poiche un numero dispari di v* non puo essere semplificato usando le proprieta
(1.4), si ha I'* # 1.

2-G. Il quadrato di ciascuna matrice ['* e £1:

(T%)? = 5,1, con s,= iTr[(l"“)Q} =+1. (2.7)

I valori di s, per le 16 matrici I'* sono elencati nella tabella 2.1.

!Per definizione, le matrici 0*¥ sono antisimmetriche negli indici u, v, per cui il numero di matrici o
indipendenti & n(n —1)/2 = 6 per n = 4.



all 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Ta |1 A0 Al 42 43 g0l 502 503 ;12 523 31 0.5 415 4205 805 A5
s¢/1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1
Tabella 2.1: Ordinamento delle I'* e valori di s, = sign(I'*)%.
2-H. Per ogni I'* # 1 esiste almeno una I'’ tale che

2-1.

2-J.

2-K.

T’ = —I'r* < {Ir*, 1’} =0. (2.8)
Infatti, si ha

r“=+"  (a=2) —  Tt=4F % (b=3,4,516), (2.9a)
=y (a=3,4,5) — I"=4"%" (b=1,16), (2.9b)
“=o" (a=6-11) = I’=d" p#v, (2.9¢)
I =+%°% (a=12) — TP =4k5  (b=13,14,15), (2.9d)
I =+"% (a=13,14,15) = T°=7%" (b=12), (2.9¢)
“=+" (a=16 ) — [P =q (b=2,3,4,5). (2.9f)

Le matrici I'* con a > 1 hanno traccia nulla:
Tr[l] =0 per a>1. (2.10)

Infatti, utilizzando la matrice I'® che anticommuta con la matrice I'*, si ha (prima
commutiamo e poi permutiamo circolarmente)

Te[%) = s, Tr [Fa (Fb)Q} = —sTe[IPr°IY] = —str[(Fb)zra} = TY[09] . (2.11)
Dalle proprieta (2.6), (2.7) e (2.10) segue che
Tr[T*T°] =45, 6a - (2.12)
Le matrici I' sono linearmente indipendenti, ossia una relazione

D I =0 (2.13)

implica ¢, =0 (a = 1,...,16). Infatti, se prendiamo la traccia della (2.13), utilizzando
la (2.10) troviamo ¢; = 0. Analogamente, prendendo la traccia di

Fb<anF“>:O, per  b=2,...,16, (2.14)

a

e utilizzando la (2.12) si trova ¢, =0 (b= 2,...,16).



2-L.

2-N.

Per la proprieta precedente la dimensione minima delle matrici I" & 4 x 4 (esistono solo
4 matrici 2 x 2 indipendenti: la matrice identita e le tre matrici di Pauli, mutuamente
anticommutanti); la rappresentazione 4 x 4 ¢ quindi irriducibile.

. Dalle proprieta precedenti segue che qualsiasi matrice X di dimensione 4 x 4 puo essere

scritta come una combinazione lineare delle matrici I':
X=> a0 (2.15)
a

con

o = % Te[X T . (2.16)

Percio le 16 matrici I'® costituiscono una base nello spazio vettoriale delle matrici 4 x 4.

L’algebra generata dalle matrici v prende il nome di algebra di Clifford.

» Esercizio 2.1
Dimostrare le relazioni (2.4).

» Esercizio 2.2

01.2.5

Ridurre o y*v°.
Soluzione:

oOlA2A5 = 3,

» Esercizio 2.3

12.1.5

Ridurre o =y v°.
Soluzione:

o215 = A0,

» Esercizio 2.4

0~5~145

Ridurre °~y°v*~°.
Soluzione:

A0S = 501

» Esercizio 2.5
Dimostrare le proprieta (2.7).

» Esercizio 2.6
Dimostrare la proprieta (2.9c¢).
Soluzione:
Scrivendo " e o’ come

si ha

ot =iyty", oM =iyty’, con p#Fv#£p, (2.17)
{o", 0"} = —{¥"", ¥} = = (VYA + A1)
=" (V¥ +19"7) =0, (2.18)

perche v # p, per cui v + 79" = {y", 7/} = 2¢""1 = 0.



Capitolo 3

Rappresentazioni delle matrici di
Dirac

Le matrici 7 sono definite dalle relazioni di anticommutazione (1.1),

{7t =2¢"1], (3.1)

e dalle condizioni (1.3)

7 =109 (32)

Una scelta specifica delle matrici che soddisfano le relazioni (3.1) e (3.2) viene chiamata
rappresentazione delle matrici v di Dirac.

Teorema fondamentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici di Dirac!:
Dati due insiemi di quattro matrici v* e v* di dimensione 4 x 4 che soddisfano le relazioni
di anticommutazione (3.1),

{9 =2¢"1, (3.3a)
(V" =20"1, (3.3b)

esiste una matrice S non-singolare (cioe¢ tale che esiste la matrice inversa S~!) che connette
le due rappresentazioni tramite la relazione di equivalenza

AP =84* ST (3.4)

Cio ¢ consistente con il fatto che la trasformazione (3.4) preserva le relazioni di
anticommutazione (3.1):

{7’“, 7"/} =S{y*, 4"} St =2g"1. (3.5)

Vedi, per esempio, J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, pag. 308, oppure W. Grenier,
Relativistic Quantum Mechanics, pag. 104.




La matrice S e definita univocamente a meno di un fattore di proporzionalita.

soddisfare anche le relazioni (3.2),
7”—$W¢,

0 0
Ay = OO

Infatti, utilizzando la (3.6a) e la relazione inversa della (3.4),

la matrice S deve essere unitaria:

P=S8"y*8,
dalla relazione (3.4) si ottiene
va _ (S_l)Tv’” gt
= (871979190 ST

(3:8) (S )TS 1 IO /M IOSST (SST) 7/0 'Y,M 7/0 (sz) )

Per soddisfare la relazione (3.6b), si deve avere
SSt=1.
Analogamente, utilizzando la (3.6b) e la (3.4), dalla relazione (3.8) si ottiene

7;& _ gt 7/” (S—l)f

(3.8)
(3;[)) ST /_y/O ”Y/M 7/0 (S I)T
5,515 STHET = (5715)1"4 1 (S19) !

Per soddisfare la relazione (3.6a), deve essere
StS=1.

Le relazioni (3.10) e (3.12) implicano la relazione di unitarieta (3.7).

Per

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Percio, dalle relazioni (3.4) e (3.7) segue che la matrice S ¢ definita univocamente a meno

di una fase.

Il teorema fondamentale di Pauli si riassume dicendo che tutte le rappresentazioni delle

matrici di Dirac sono unitariamente equivalenti.
Notiamo che

3-A. Tutti i prodotti di matrici «y si trasformano tramite la (3.4). In particolare le matrici

e
M =91r25"",

10
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3-B. Se +* e una rappresentazione delle matrici di Dirac, lo sono anche
_,YM ’ j:(,yM)T ’ :t’YMT . (314)
Le matrici unitarie di trasformazione sono rispettivamente
S=~% S=7%C,C, S=17"7%5. (3.15)

La matrice unitaria C ¢ detta matrice di coniugazione di carica (vedi il Capitolo 5),
ed ¢ definita (a meno di una fase arbitraria) dalla relazione

e(yTet =+, (3.16)

L’esistenza della matrice di coniugazione di carica C e garantita dal teorema fon-
damentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici v. Nel cambiamento di
rappresentazione (3.4) la matrice € diventa

e =nsest, (3.17)
dove 7 ¢ una fase arbitraria (vedi l'esercizio 3.14).

Per trovare la trasformazione delle funzioni d’onda per cambiamento di rappresentazione,
consideriamo ’equazione di Dirac nella rappresentazione '

(iv"0, —m) ' =0. (3.18)
Utilizzando la (3.4) e moltiplicando a sinistra per S™!, si ottiene
(iv"0, —m) S~y =0. (3.19)
Affinche questa equazione sia equivalente all’equazione di Dirac nella rappresentazione +,
(iv"0, —m)y =0, (3.20)
le funzioni d’onda v e ¢’ devono essere legate dalla relazione
= S|. (3.21)

Questa e la trasformazione degli spinori per cambiamento di rappresentazione. La
trasformazione degli spinori aggiunti ¢

V=9t =yt 8T8 s =g s (3.22)

L’equivalenza unitaria delle rappresentazioni delle matrici di Dirac implica che tutte
le proprieta fisiche sono indipendenti dalla scelta della rappresentazione, perche

le forme bilineari ¥y sono invarianti per cambiamento di rappresentazione: dalle (3.13),
(3.21) e (3.22) si ottiene

YT =t STESTA S LS =T . (3.23)

Grazie all’equivalenza unitaria delle rappresentazioni delle matrici di Dirac, in cia-
scun calcolo specifico nel quale si desidera esplicitare la struttura spinoriale delle soluzioni
dell’equazione di Dirac, e possibile sciegliere la rappresentazione pit conveniente.

Nel seguito consideriamo le tre rappresentazioni piu usate: la rappresentazione di Dirac,
quella di Majorana e quella chirale.

11



3.1 Rappresentazione di Dirac

Questa rappresentazione viene anche chiamata rappresentazione standard ed e utile per
discutere il limite non-relativistico dell’equazione di Dirac.

T 0 0 oF

0 -1 0 o

)

. 2 0 . 9 . 0 0'2
Cp=i7pp = —tap = —i| , (3.26)
o 0
(0 oF i s fo" 0
w=i(8 7). agmen (L), o
0 _5 O —]1 k5 —O'k O
D7 = 1 0 v oD = 0 o) (3-28)

3.2 Rappresentazione di Majorana

Questa rappresentazione rende reale 'equazione di Dirac scambiando? tra loro a3 (I'unica
matrice complessa nella rappresentazione di Dirac) e fp:

By = ap, (3.29a)
a2 = fp. (3.29b)

Infatti I’equazione di Dirac in forma hamiltoniana puo essere scritta come
o . = .
a+a~v+z6m =0, (3.30)

da cui si vede che I'equazione di Dirac & reale se le a* sono reali e 3 ¢ immaginaria.
Le trasformazioni a2 — By e Bp — a3 ¢ realizzata dalla trasformazione di equivalenza

T = Suvh Sy (3.31)

con
1 1 1 2
Sw= 75 (Bp +ad) = 7 (B +1813) = NG <0]_12 fﬂ) . (3.32)

21 chiaro che lo scambio o2 < 8 ¢ compatibile con le relazioni di anticommutazione (1.21) e con le
relazioni di hermiticita (1.20).

2
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Notare che
BF=)’=1 = Sy =Su, (3.33)
gi=g, oot — Sl = Swu, (3.34)
per cui e evidente che Sy € una matrice unitaria:
Sfo= 5! (3.35)
v =Sy - .

Le matrici ay; e aj; nella rappresentazione di Majorana sono date da

= —ap, (3.36a)

Ay = —a. (3.36b)

Le matrici v* nella rappresentazione di Majorana sono date da

M =TDD - (3.37a)
M= VDD - (3.37c)

Esplicitamente, nella rappresentazione di Majorana si ha
0 o? ioc® 0
71?/[ - (0_2 0) ) 71{/[ = ( 0 ,l'O.S) ) (338)

_6‘7 ¥ ) (3.39)

(
al, = (_(;_1 _gl) ol = <]é _Oﬂ) , (3.40)
( ( 32 692) , (3.41)

2
Cy = —ind = —i <02 %) . (3.42)

3.3 Rappresentazione chirale

Questa rappresentazione ¢ costruita in modo da avere ~° diagonale. Si chiama
“rappresentazione chirale” perche +° & l'operatore di chiralita.

13



La rappresentazione chirale e utile per studiare il limite estremamente relativistico
dell’equazione di Dirac, in particolare nel caso di fermioni di massa nulla.

La rappresentazione chirale si ottiene dalla rappresentazione di Dirac con una
trasformazione di equivalenza tale che

Ve =D (3.43a)

o=~ (3.43b)
Il segno negativo nella (3.43b) & cruciale per soddisfare la definizione della +® nella
rappresentazione chirale: ¢, = —iv2v{ave.

La trasformazione di equivalenza dalla rappresentazione di Dirac a quella chirale e data

da

76 = Sch Sat (3.44)
con X ,
_ 1 0o.5y_ 1+ (1 —1
Sc = NG (T+vD) = NG (11 1 ) (3.45)
Notare che . )
t_oor a1 Lo o 5y 1L /1 1
Se=5c=5: = 7 (]1 D ’YD) = 7 <_]1 ]1) , (3.46)

per cui S¢ € una matrice unitaria.
Le matrici 4* nella rappresentazione chirale sono uguali alle corrispondenti matrici nella
rappresentazione di Dirac:

Ve =D - (3.47)

Esplicitamente, nella rappresentazione chirale si ha

0o __ O 1 k O O'k
70—(11 . b= 7). (3.48)

1 0 —of 0
7(53 - (O _ﬂ) ) aé = ( 0 ak) ) (349)
. fo* 0 ok 0
Co=—iag =i (0 _02) , YE = (0 ak) : (3.50)
_ sk ) ) £
ng = ( ('CJT £k> , aéj = kit <C(T) £g> , (3.51)
0,5 0 -1 k.5 0 —of
YcVe = 1 0 ) YcVe = ok 0 . (3.52)

14



» Esercizio 3.1

Dimostrare che se v* € una rappresentazione delle matrici di Dirac, lo sono anche —~*,
()T, 7.

» Esercizio 3.2
ko pv

Date le 74 nella rappresentazione di Dirac, derivare la forma esplicita di 73, of, ol
VB2 (equazioni (3.25)-(3.28)).

» Esercizio 3.3
Dimostrare le relazioni (3.29) utilizzando la matrice Sy nell’Eq. (3.32).

Soluzione:

By = SmBp S == (B +ad) Bo (Bo + ap)

(L +ad Bo) (Bp +ad)

(Bp + ad + afy + o, Bp ap)
(8

b +2ap + —5D)
(3.53a)

Ul\)

mwlwwln—nwlwwlw o 1\3|>—~[\3|»—~[\3|»—~[\3|>—~

U

o} = Sy ad Syt = (D+aD)aD(BD+aD)
(Bpad +1) (B + apd)
(B ad Bp + Bp + o + ap)
(—ad +26p +a})
(3.53b)

» Esercizio 3.4
Dimostrare le relazioni (3.36) utilizzando la matrice Sy nell’Eq. (3.32).

Soluzione:

15



Oéll\/[ = SM Oéll) Sil
(513 +ap) ap (Bp + ad)

Bp o + aj, O‘D) (BD +ap)

l\DIHN)M—‘N)IHl\DI

(
(BD at, Bp + Bo ap af, + af, ap Bp + of o), a%)
(—a

—l—ﬁDOql)Oé%—ﬁDOé]l)Oélz)—%l))

= —ap, (3.54a)

1
3 (B + ap) afy (Bp + o)
1
=5 (5D ap + af) OfD) (6D + OZD)
1 3 2
=3 (Bpadfp + Bpapai) + apadfp + apapady)
1
=3 (—ad + B ad ap — B ap o, — o)
= —aj. (3.54b)
» Esercizio 3.5
Dimostrare le relazioni (3.37) sapendo che Yy = By Q-
Soluzione:
M = Buay = —af) ap =D 7D (3.55a)
T = By = ap Bp = —h (3.55b)
Yar = B oy = —ap afy = 757 - (3.55¢)
» Esercizio 3.6
Verificare le relazioni (3.37) usando la regola di trasformazione (3.4).
Soluzione:
k koa-1_ 1
M = SMIp Sy = ) (’YD + ’YD ’YD) ’VD (’VD + 7 ’VD)
=575 + (1 —~3) 6. (3.56)
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» Esercizio 3.7

Dimostrare che la matrice di coniugazione di carica nella rappresentazione di Majorana

e data da
sapendo che nella rappresentazione di Dirac Cp = —iad,.
Soluzione:
Poiche 8L = Bp e (a})T = —ad si ha
1
Si=—(Bp—0ad) . 3.58
M \/5 (BD D) ( )
Percio otteniamo
1 : : : :
Gy =1 SuCp Sy = U (Bp + ap) (—ied) (Bp — o) =inap =inPfu=1inyy. (3.59)
Scegliamo la fase arbitraria n = —1 in modo da ottenere la (3.57).
» Esercizio 3.8
Dimostrare le relazioni (3.43) utilizzando la matrice Sc nell’Eq. (3.45).
Soluzione:
_ 1
e =SS =5 (1+5) 1w (1 =)
1
=5 (B + BB — BB — BB D)
1
=5 (W= —"%-m)
= 7D, (3.60)
_ 1
76 =Sc Sc =5 (L+B7) 1 (1 -5 7p)
1
=5 (MW+MWB =W — I D)
1
=5 OB+ +7 - )
— 9 (3.61)

» Esercizio 3.9
Dimostrare le relazioni (3.47) utilizzando la matrice Sc nell’Eq. (3.45).

Soluzione:
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=8¢ Sc == (L+37) 75 (1 —%D)

(B + 1B — BB — BB E R R)

(v + 507D — DD — )

NN Rl NN

(3.62)

I
)
S

» Esercizio 3.10
Dimostrare che la matrice di coniugazione di carica nella rappresentazione chirale e data
da
GC =1 SC GD Sg; =—1 Oé% y (363)

sapendo che nella rappresentazione di Dirac Cp = i7372.
Soluzione:

1

GCZTISCGDSgIW2

(T +775) 757 (L =75 7D)
i
=15 (%7 + 775757 ~ 17 ~ 1D 15 1D)
= — iD= = —inag. (3.64)

Scegliamo la fase arbitraria n = 1 in modo da ottenere la (3.63).

» Esercizio 3.11
Trovare la matrice unitaria S tale che 4* = Sy*S~! con

Y'=—", ¥ =7 (3.65)

Soluzione:
§=1"" (871 =8"=+"7").

» Esercizio 3.12
Trovare la matrice unitaria S tale che 4* = Sy#S~! con

0 1 2 3
=90 A=At = =R (3.66)

Soluzione:

» Esercizio 3.13
Dimostrare che Sf. = SZ = 561.
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» Esercizio 3.14
Dimostrare la regola di trasformazione (3.17) della matrice di coniugazione di carica.
Soluzione:
Utilizzando le (3.4) e (3.16) si ottiene

y* =Sy S57!
= —Sse(mTe st
= —SeST ST (4T 8T §T et 5!
()T

= —(SeST) (T (ST‘1 el S*1> . (3.67)
Confrontando questa equazione con la relazione
= yre (3.68)

si vede che deve essere
e xSesT. (3.69)

Inoltre, affinche la matrice €’ sia unitaria, il coefficiente di proporzionalita nella (3.69) puo
essere solamente una fase (poiche S e € sono unitarie), per cui si ottiene la (3.17).

» Esercizio 3.15
Date le matrici v* nella rappresentazione di Dirac, dimostrare che il set di matrici 7'*

P=a, =4, =, = (3.70)

costituisce una rappresentazione delle matrici di Dirac. (Suggerimento: considerare le matrici
B, o)

Trovare la matrice unitaria S che effettua la trasformazione di equivalenza
A = S5, (3.71)

Soluzione:

.. k
Le matrici 5/, o

sono date da

B =7"=7""=-d, (3.72)
O/l _ 7/07/1 717071 _ ’YO =8, (3_73)
o =7 = 4y =% = a2, (3.74)
o =7%° = 4190918 = 409 = ®. (3.75)
Poiche
=1, {B,a"}=0, {oF o} =2"1, (3.76)
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¢ evidente che si ha anche

612:]1’ {6’,a’k}:0, {a/k’a/j}:25kj]1’
per cui le matrici 8, o’

(3.77)
costituiscono una rappresentazione delle matrici di Dirac.
La matrice unitaria S che effettua la trasformazione di equivalenza v* = Sy*S~1 ¢

S = % (144" . (3.78)

» Esercizio 3.16

Ricavare, in rappresentazione di Dirac, lo spinore coniugato di carica di uno spinore che
in rappresentazione di chiralita e scritto

1
Vo=

efimt )

(3.79)

S = O =

Interpretare le proprieta fisiche dello spinore trovato.
Soluzione:

La trasformazione degli spinori dalla rappresentazione chirale a quella di Dirac ¢ data da

Up = Sg' e, (3.80)
con la matrice unitaria Sc data dalla (3.45):
1 1 1
-1 Jr =
Percio si ottiene
1
_ 0 —imt
’l/}D - 0 € )

(3.82)

che ¢ la funzione d’onda nel sistema a riposo di un elettrone con polarizzazione +1 nella

direzione dell’asse z. Utilizzando Iespressione esplicita (3.26) della matrice di coniugazione
di carica nella rappresentazione di Dirac,

(0 o2
Cp = —1 (02 O) , (3.83)

si ottiene lo spinore coniugato di carica

- N
Uh = Cp iy = Cpy Yy, =

imt

(3.84)

_— o O O
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Questa e la funzione d’onda nel sistema a riposo di un elettrone con energia negativa e
polarizzazione —1 nella direzione dell’asse z. Nella teoria del mare di Dirac 1’assenza di
questo stato e interpretata come un positrone a riposo con polarizzazione +1 nella direzione
dell’asse z.

» Esercizio 3.17
Trovare la matrice S che connette tramite una relazione di equivalenza la rappresentazione
~# delle matrici di Dirac alla rappresentazione ~"* tale che

0 1 2 3
f}/ — —fyo , f)// = ”)/1 s "}/, = —”)/2 , ”)// = 73 . (385)
Soluzione:

S=5"1=r42, (3.86)

» Esercizio 3.18
Sapendo che la matrice di coniugazione di carica nella rappresentazione di Dirac e data

da )
{0 o
GD = —1 (0_2 0) y (387)

calcolare la matrice di coniugazione di carica € nella rappresentazione tale che

V==, A= (k=1,23). (3.88)
Soluzione:
La matrice che effettua la trasformazione di equivalenza 7/* = S~% S7! &
0 —1 0 1
_ A0 A5 T _
S =77 = (]1 0 ) = S = (_ﬂ 0) : (3.89)
per cui
/ T . 0 0-2

¢ = SGD St =i 0_2 0 = —GD . (390)

» Esercizio 3.19
Dato un insieme di quattro matrici di Dirac 7, quali dei seguenti insiemi costituiscono
insiemi di matrici di Dirac?

3.19-1. A0yH1A0,
3.19-2. VyH5,
3.19-3. A0yt

Soluzione:
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3.19-1.

3.19-2.

3.19-3.

Dal teorema fondamentale di Pauli sappiamo che se
7 =090 (3.91)

¢ un insieme di matrici di Dirac, deve esistere una matrice unitaria S che effettua la
trasformazione di equivalenza

Y =88 S7h. (3.92)
Dal confronto delle (3.91) e (3.92) si vede che
S =40, (3.93)
Percio le matrici 4" costituiscono un insieme di matrici di Dirac.
In questo caso la trasformazione
7" =0 (3.94)
non ha esplicitamente la forma (3.92) di una trasformazione di equivalenza. Percio ¢

possibile che le matrici 4/ non formino un insieme di matrici di Dirac. Per verificarlo
calcoliamo

(7= 10 Y = A A0
= 097" °7° 4409404 4%
~— ~—

1 1
=" (20"°1 — 1°9*) 7" +7° (29"°1 — 7°9") *
= 29" = """ + 2070 = "0

~— ~—

1 1

= 29"y +2¢" " — {4, 7}
= 29" + 29709041 — 29" (3.95)

Il valore di questo anticommutatore e diverso da 2g**1. Ad esempio, per uv = k si ha

{yk, 'y'k} =21 # —21. (3.96)

Percio, le matrici 4" non formano un insieme di matrici di Dirac.
Anche in questo caso la trasformazione
o 0 Al
Y = yty (3.97)
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non ha esplicitamente la forma (3.92) di una trasformazione di equivalenza ed & possibile
che le matrici 4" non formino un insieme di matrici di Dirac. Per verificarlo calcoliamo

{7 = " Y =A% A0 0
= — 290yt — 00y Ryt
= — (2¢"1 — "7°) %" (2¢"'1 — 4'9")
— (29”1 — 4"9°) °9' (29" — 4'4*)
_ (29u070 _ 7u) (29V171 4 7y) _ (Zgu070 _ 7u) (29“171 i 7M)
= —4g"g" 70" — 29"y + 2¢ Ay 4 4 (3.98)
— 4g70 g0yl — 9gP0nOnk 4 QgHLAVAL
— 291 — 4 (guogle i guogul) 041
=297 (9" + ¢"°") + 2 (674" + g"') A (3.99)
I1 valore di questo anticommutatore e diverso da 2¢g"“1. Ad esempio, per = v =0 si
ha

{7’0, 7’0} — 21 #£21. (3.100)

Percio, le matrici 4" non formano un insieme di matrici di Dirac.
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Capitolo 4

—

Proprieta delle matrici X

Le matrici ¥* (k = 1,2, 3), definite come

1 L
Yk = 5 Zekﬂaﬂ, (4.1)
4t

intervengono nella trasformazione degli spinori per rotazioni spaziali e i/Q rappresenta
I'operatore di spin nello spazio degli spinori di Dirac.
Dalla (4.1) si ha
=B 2 — 3 3 — 12 (4.2)

OVVvero
Yk =0t (k,j,¢ ciclici) . (4.3)

Poiche 07¢ = iyi~y* (j < (), si ha

YF =inint (k, j, € ciclici) (4.4)
cioe .
k_ Y kil ¢
Y —QZejvjy. (4.5)
7,0
Esplicitamente si ha
»! = iy?y3, Y2 =iyt 73 =iyly?. (4.6)

» Esercizio 4.1
Dimostrare che ¢ possibile scrivere ¥* come

SF = OB — _fiaS (4.7)
Soluzione:
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Utilizzando la (4.4), si ha

YF = iyt (k, j, ¢ ciclici)
=177 Y7 = —ir® Yy 40
~— ~—~—
1 -1
= i7"y = =9 (=in Y

5

0l
= =" (4.8)

L’ultima eguaglianza discende dalla ciclicita degli indici &, j, ¢:
V= 170717273 N N 20 S NNV B

= —iyOyfndnt (k, j, ¢ ciclici) . (4.9)

» Esercizio 4.2
Dimostrare che le matrici £* soddisfano le regole di commutazione dei momenti angolari,

[SF, 2] =2iy M (4.10)
V4

come deve essere se 3, /2 rappresenta 1'operatore di spin nello spazio degli spinori di Dirac.
Soluzione:
Utilizzando P'espressione (4.7), si ha

(=5, 2] = [, 7" %] = 109917 = 2P0y
0
=7

VA9 — A9 IRy = AP0y — 4Ty
~—~—
1
Y LL ANV = =+
0 e
_ _ Z(gkm&]n _ 5kn5]rri>,ym,yn _ Z Ekjéz 6erm/.ym,yn
o 4 m,n

M5, ekitetmn [(A.3c)]

k

||
\Qﬁ

—2i%¢[(4.5)]

=2i ) 5l (4.11)
l

» Esercizio 4.3

Dimostrare che le matrici £* soddisfano le regole di anticommutazione
{oF, 57} =26M1. (4.12)
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Soluzione:
Utilizzando I'espressione (4.7), si ha

{5, 27} = {77,777} = "7V +1°77°%
= VYV 4+ AN = AP0 PR
~— ~—
1 1
= =7 ¥°7° =¥ %" = —(v* ¥ + +79)
~—~— —~—~
1 1
= —2¢"1 = 261 . (4.13)
» Esercizio 4.4
Dimostrare che
Y D (4.14)
l
Soluzione:
Utilizzando le (4.10) e (4.12) si ha
kvi Lok vy Lk«
¥hyd :5{2 ,zﬂ}+§ [, 5]
=01+ ) Mt (4.15)
l
Commento: Dalla (4.14) ¢ evidente che
(=) =1. (4.16)
» Esercizio 4.5
Trovare 'espressione delle matrici Y nella rappresentazione di Dirac.
Soluzione:
= g 0
S = (0 5) . (4.17)

Commento: Le matrici v nella rappresentazione di Dirac sono scelte in modo da ottenere
'espressione (4.17) per iD, che costituisce una diretta generalizzazione dell’espressione non
relativistica & dell’operatore di spin. Inoltre, dalle proprieta (A.5f)-(A.5h) delle matrici di
Pauli, le proprieta di commutazione (4.10), di anticommutazione (4.12) e la proprieta (4.14)

delle matrici Xp sono ovvie.
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» Esercizio 4.6
Utilizzando l'ovvia validita delle proprieta di commutazione (4.10) delle matrici ¥ nella
rappresentazione di Dirac,
(S5, 5h) =20y M (4.18)
¢

dimostrare che tali proprieta di commutazione valgono in una rappresentazione generica .
Soluzione:
Per il teorema fondamentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici di Dirac, una
rappresentazione generica 7y € connessa alla rappresentazione di Dirac yp dalla trasformazione

di equivalenza
A = Shs (4.19)

con un’opportuna matrice unitaria S. Ne segue che
Yk = Syks-t, (4.20)
per cui

[Zh o) =5 [Zh,T)] ST'=2i) MenfsT
2y, ekItEL [(4.18)] ¢ ¢ [(4.20)]

=2i ) €yt (4.21)
J4

» Esercizio 4.7
Trovare 'espressione esplicita delle matrici 3 nella rappresentazione di Majorana.
Soluzione:

0 io®
Z11\/I = _051{/[71{]/[ = <—’i03 0 ) ) (422&)
o 0
Zi/[ = _al%/[%{]/l = <O 0_2) ) (422b)
0 ot
Y3 = —ad e = <—i01 0 ) : (4.22¢)

» Esercizio 4.8

Trovare la relazione tra le matrici X¢ nella rappresentazione chirale e le matrici Xp nella
rappresentazione di Dirac.

Soluzione:

Le matrici ¢ nella rappesentazione chirale sono legate a quelle nella rappresentazione di
Dirac da

W=,  %=mw. Jo=7b, (4.23)
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per cui

M

¢ = =T = Wb = T = — BT = X - (4.24)

» Esercizio 4.9
Dimostrare che

[H,K] =0, (4.25)

con
H=a-p+pBm+V(r), (4.26a)
Kzﬁi-f—gﬁ, (4.26D)

dove V(r) & un potenziale centrale.
Soluzione:
Poiche V(r) ¢ un potenziale centrale il momento angolare totale J ¢ conservato,

[H,ﬂ ~0, (4.27)

e si ha

HK) = S [H, 557 J¢ — 2 (m, )

2
=> o, Bx " + m; 8,85 J* — 3 > [, 8] p" (4.28)

ke k

Tenendo conto dell’espressione (4.7) per 5, si ottiene

h
H,K:— Ok’£5 kJ€+ 0’ ZSJZ__ k’ k
HK] = —) " [ p ng:h 7'9°] 2%:[04 B p

£ 9gkts045 (A 1a)] 0[(A.1b)] ok
=295 J+ 1y P, (4.29)

dove sono state utilizzate le relazioni (A.la) e (A.1b) e il fatto che 'unico anticommutatore
non nullo e {7’“, 7t } = 2¢"1. Esprimendo ora il momento angolare totale come

-

J=L+=% (4.30)

DO | St

e tenendo conto che p - L= 0, si ottiene

[H, K] = hy’y°S - P+ 1y - P = ~h(="y"1"7° +7) -
= (="’ 37°y° +7) - p=0 (4.31)
T T
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Capitolo 5

Matrice di coniugazione di carica

La matrice di coniugazione di carica € e una matrice unitaria,

lei=¢], (5.1)

definita dalla relazione (3.16):

C(y")Te™t = —|, (5.2)

che implica

5-A.

5-B.

—(T =eyre. (5.3)

La matrice € esiste, perche se le matrici v* costituiscono una rappresentazione delle

matrici di Dirac, le matrici —(y#)? costituiscono un’altra rappresentazione delle matrici
di Dirac. Infatti,

{=(")", =) ={0"", ()= {7 )T =291, (5.4)

T T
(=) (=) ()" = =) == [T =[] (B5)
Il teorema fondamentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici di Dirac garantisce
'esistenza di una matrice € unitaria che opera la trasformazione di equivalenza (5.3)

e quindi soddisfa la condizione (5.2). Inoltre, il teorema di Pauli garantisce che la
matrice C e definita univocamente, a meno di un fattore di fase arbitrario.

La trasformazione della matrice di coniugazione di carica € per un cambiamento della
rappresentazione delle matrici di Dirac del tipo (3.4) e dato da

e =nsest, (5.6)
dove 1 e una fase arbitraria, come dimostrato nell’esercizio 3.14.
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» Esercizio 5.1
Dimostrare che la matrice di inversione temporale B unitaria e tale da soddisfare le
relazioni

B(y#)T B = gyt (5.7)
e data da
B = nry'y°C, (5.8)
dove nr ¢ un fattore di fase arbitrario (|nr|* = 1).
Soluzione:

Tenendo conto che (7°)™! = 1%, (%)~ =~ e della proprieta (5.2), si ha

B(7*)T B~ =1°°C(1")TC 17570 = —7%929#9%0 = 71094 4747 A0
i
=" = gyt (5.9)

Tenendo conto che (y°) = 4%, (75)T =45 e della proprieta (5.1), si dimostra che la matrice

B & unitaria:

BB =" (V) (1) =177 =" =1, (5.10)
1 1
BIB = (") ()1 rPe=eCl v e=cle=1. (5.11)
I 'y
1

» Esercizio 5.2
Determinare la forma esplicita di € nella rappresentazione di Dirac.

Soluzione:
A B
C= (C D) , (5.12)

Scriviamo € come
dove A, B, C, D sono quattro matrici 2 x 2. Determiniamo le matrici A, B, C', D in modo
da soddisfare le condizioni (5.1) e (5.2) che definiscono C.

La richiesta che € sia una matrice unitaria (€€ = 1) impone i vincoli

AA"+ BB =1, (5.13a)
ACT 4+ BD' =0, (5.13b)
CC'+ DDl =1. (5.13c)

(L’equazione C AT + DBT = 0 ¢ equivalente alla (5.13b).) Imponiamo ora la condizione
e(y’)ret = —°, (5.14)
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ciod (é g) (g _0]1) (g: g:) _ (—011 ](i) _ (5.15)

Si ottengono i vincoli

AA" — BB' = —1, (5.16a)
ACT — BD' =0, (5.16b)
CC'— DD =1. (5.16¢)
(L’equazione C AT—D BT = 0 & equivalente alla (5.16b).) Sommando e sottraendo I'eq. (5.13b)

e l'eq. (5.16b) si ottiene

Eq. (5.13b) + Eq. (5.16b) — ACT=0, (5.17a)
Eq. (5.13b) — Eq. (5.16b) — BD'=0. (5.17b)

Considerando la possibilita pitt semplice, cerchiamo se esistono soluzioni delle equazioni
(5.17) con due matrici nulle. Ci sono quattro possibilita:

5.2-1. A= B = 0. In questo caso si ha

Eq. (5.13a) — 0=1 Impossibile! (5.18)
Eq. (5.16a) — =—1 Impossibile! '
Quindi questa soluzione & esclusa.
5.2-2. ' =D = 0. In questo caso si ha
Eq. (5.13¢c) — 0=1 Impossibile! (5.19)
Eq. (5.16¢) —  0=1 Impossibile! '
Quindi anche questa soluzione e esclusa.
5.2-3. B=C = 0. In questo caso si ha
Eq. (5.13¢) — DDt =1 N
{ Fq. (5.16¢) . _pDpt—1 Impossibile! (5.20)
Quindi anche questa soluzione e esclusa.
5.2-4. A= D = 0. In questo caso si ha
Eq. (5.13a) — BB =1
{ Eq (5.16a) — —BBi——1 [OK (5:212)
Eq. (5.13¢) — COCi=1
{ Eq. (5.16c) — CCT=1 OK (5.21b)

Quindi questa soluzione e accettabile.



Consideriamo quindi la matrice (5.12) con A =D = 0:

e (g g) | (5.22)

Poiche la matrice (5.22) ¢ stata ottenuta dai vincoli (5.13b), (5.16b), restano da soddisfare
i vincoli (5.13a), (5.13c¢), (5.16a), (5.16¢). Per A = D = 0 il vincolo (5.13a) ¢ equivalente al
vincolo (5.16a) e il vincolo (5.13c) € equivalente al vincolo (5.16¢) Percio restano i vincoli

BB' =1, (5.23a)
cot=1, (5.23b)

cioe B e C devono essere matrici unitarie.
Imponiamo ora la condizione

e(y)re !t = =, (5.24)

<g j(})?) <<02>T _(%k)T) (gf ({)T) = (fk _gk> . (5.25)

Si ottengono i due vincoli

cioe

B(eM'Cot = —o*, (5.26a)
C(eMTB" = —o*, (5.26b)
che sono equivalenti, perche le o* sono hermitiane ((¢%)" = o*). Questi vincoli sono
soddisfatti se
B =C =no?, (5.27)
dove 1 & un fattore di fase arbitrario (|n|*> = 1). Infatti, si ha
o2 (oY (oD = 0% glo? = i g% = —o!, (5.284a)
1 2 i3 ol
o? ()T (6*) = —0? g?02 = —0?, (5.28b)
2 2 1
o2 (0T (o) = %03 0® =iglo® = —03. (5.28¢)
3 2 iol io3

[en o

La scelta (5.27) soddisfa anche i vincoli (5.23a), (5.23b), perché o2 ¢ una matrice unitaria
o*(0*) =0%* =1, (5.29)

In conclusione abbiamo ottenuto che nella rappresentazione di Dirac la matrice

C=n (02 ‘62) (5.30)

g
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¢ una soluzione delle equazioni (5.1) e (5.2) che definiscono la matrice di coniugazione di

carica. Non abbiamo dimostrato che questa soluzione ¢ unica, ma questa proprieta ¢ garantita

dal teorema fondamentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici v (vedi il punto 5-A).
Nella rappresentazione di Dirac si sceglie

n=—t, (5.31)

Cp = —i <02 %2) . (5.32)

g

per cui

Ne segue che nella rappresentazione di Dirac la matrice € e data da

Cp = —iap = —i1HYH = H D - (5.33)

» Esercizio 5.3
Trovare il valore di

5.3-1. C(om)T @1,
5.3-2. (9T e,

5.3-3. C(v9)T ()T e~ L.

Soluzione:
5.3-1.
i i
Cle)Tet = ey et =Se (v =y e
,i v v —
=3[0 =0T eT
i o _ o T
= jlearertennre g ey re )
- -k -k -
— L (P =) = L [V 7] = =™
2 2 ) )
5.3-2.

_ . T 5 . _
eI e = —iC(y"*y) €7 = —ie(y) () ()T () TeT
= —ie(y’)etemdreterh)ret e et

-~ -~ -~ -~

_73 _72 _'Yl _~0
= — i’ = =i’y =P,
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5.3-3.

M
Percio
(et = -, (5.34a)
e(y’)ret =97, (5.34b)
C(y") ()T et = =%, (5.34c)

Commento: Queste proprieta sono utili perche sono indipendenti dalla rappresentazione
delle matrici di Dirac. Infatti, sono state ottenute usando le proprieta generali delle matrici
7 e le relazioni (5.1) e (5.2) che definiscono la matrice di coniugazione di carica C.

» Esercizio 5.4
Per una particella di spin 1/2 e di carica nulla, scriviamo la funzione d’onda spinoriale

in rappresentazione di chiralita come
X1
= . 5.35
W <X2) (5.35)

Trovare la relazione che deve intercorrere tra i due spinori a 2 componenti i, xs affinche
valga la proprieta di autoconiugazione

Ye=1. (5.36)

Soluzione:
Poiche .
Pe=Cy (5.37)

dove € ¢ la matrice di coniugazione di carica, la cui espressione nella rappresentazione chirale

e
fo® 0
C—i (o _0_2) . (5.38)

Calcoliamo @T usando 'espressione (5.35) nella rappresentazione chirale:

7 == (0 1) ()= (). 5

e . (c* 0 5\ (ot
(T DY) () o
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Il vincolo (5.36) implica le relazioni

2N
{ X1=1omXxs (5.41)
X2 = —107 X3
Si dimostra facilmente che queste due equazioni sono equivalenti (moltiplicando per o2,
prendendo 'equazione complessa coniugata e tenendo conto che (02)? = 1 e (¢0?)* = —0?).
Percio basta, per esempio, la seconda equazione, che implica
X1
= : : 42
o= (L) (542
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Capitolo 6

Soluzioni dell’equazione di Dirac

Soluzione dell’equazione di Dirac (1.2) autofunzione del quadri-impulso p,, con valore positivo
dell’energia:

r 1 m  _ipax (r
lp;’i(x):wﬁ/ge PTyM(p) con py>0, r=1,2, (6.1)

con lo spinore u")(p) tale che

(#—m)u(p) =0. (6.2)

Soluzione dell’equazione di Dirac (1.2) autofunzione del quadri-impulso p, con valore
negativo dell’energia:

r 1 m ipx , (7
wf,),(a:): (2m)772 Ee” v (p) con py >0, r=1,2. (6.3)

con lo spinore v (p) tale che
(P +m)o™(p)=0. (6.4)

Relazioni di ortonormalizzazione degli spinori:

FE
P up) =6, & ) (p)ul(p) = =, (6.52)
—(r s - s E
W) o) = =5 & o)) = =0, (6.5b)
u" (p) v (p) = 0, (6.5¢
u" (p)v®(p) = 0, (6.5d)



Relazioni di ortonormalizzazione delle funzioni d’onda spinoriali:

[ Enu @ @) = 6.8~ ), (6.62)
[ e @i @) =586 - ), (6.6b)
/ &zl (2) 08 (@) =0, (6.6c)
/ (@) 9, (@) = 0. (6.6d)

Nella rappresentazione di Dirac gli spinori v (p) e v(")(p) autofunzioni dell’operatore di
spin lungo l'asse z

S, == (6.7)

nel sistema di riferimento a riposo sono

(r)

uP () = [ X+ () _ [E4+m 4_Xj a

(p) = (gogf)(p)> = om ( o-p XSI) ) (6.8a)
7) -

w0 (p) = (x(ﬂ(@) b + (

1 0
X = = (0) . xP=e? = (1) : (6.9)

— uM(p) rappresenta un fermione con energia positiva e spin +1/2 nella direzione dell’asse
z nel sistema di riferimento a riposo.

Evm’ |, (6.8b)

con

— u®(p) rappresenta un fermione con energia positiva e spin —1/2 nella direzione dell’asse
z nel sistema di riferimento a riposo.

— v(l)(p) rappresenta un fermione con energia negativa e spin +1/2 nella direzione
dell’asse z nel sistema di riferimento a riposo.

— U(Q)(p) rappresenta un fermione con energia negativa e spin —1/2 nella direzione
dell’asse z nel sistema di riferimento a riposo.

Proiettori su stati ad energia positiva e negativa:

p= 3w i) =L (6.10)
()= Y ) ) = 2 (6.10b)
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Proprieta dei proiettori:

(A ()] = Av(p), (6.11a)
A=A, (6.11b)
Ap(p)+A-(p) =1, (6.11c)
Ar(p) A—(p) = A_(p) As(p) = 0 (6.11d)
» Esercizio 6.1
Dimostrare che
w™ (po, +5) v (po, =) = 0. (6.12)
Soluzione:
Definiamo
p = (po,+P), D= (po, —P)- (6.13)
Per la definizione di u((p) si ha
;
B-mup)=0 = wr=Luwp = Wp=u'Hl. 619

Utilizzando le (1.5), si ha

V=" =57 = A= (6.15)

Percio la (6.14) si puo scrivere come

W' (p) = u'(p) % . (6.16)
D’altra parte, per la definizione di v*)(p) si ha
(F+m) @ =0 = %v@ () = (). (6.17)
Dalle (6.16) e (6.17) si ottiene
' (p) 0O F) = (p) £ o) = )@ = a ) =0, (618)

Commento: La proprieta (6.12) permette di dimostrare la relazione di ortogonalita (6.6¢):

1 m

T s i N (m)T s
/d?’l‘ wz(),-)i- (z) @/)z(,/,),(:[) = (27)3 B &P !PT 4,0 (p) vt )(p/)

m = -, rT s m ped =z TT §
= 0@+ u" () v () = 5 8 —p)ul” (p) v (B) = 0.
(6.19)
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Analogamente, la relazione ottenuta dalla (6.12) per coniugazione hermitiana,

T T = S —
V™ (po, +5) u) (po, =) = 0, (6.20)

permette di dimostrare la relazione di ortogonalita (6.6d).

» Esercizio 6.2

Trovare le funzioni d’onda spinoriali, soluzioni ad energia positiva dell’equazione di Dirac
libera nella rappresentazione chirale.

Soluzione:

Metodo 1

La matrice S che effettua la trasformazione di equivalenza
7t = Sorfh 551 (6.21)

dalla rappresentazione di Dirac a quella chirale ¢ data da

1 o s 1 (1 -1
SCIE(H‘F’YD’VD)—ﬁ(ﬂ ]1)- (6.22)

Conoscendo le soluzioni ad energia positiva dell’equazione di Dirac libera nella
rappresentazione di Dirac,

r r —ip-x E+m . X_’Jr i
v p(@) =ud) (p)e T = 5 G-pom|e™", (6.23)
m +
E+m
e sapendo che
Uk c(@) = So vy} p(x), (6.24)
si ottiene .
o-p (r)
(r) 1 [E+m - E+m X+ A
Upiole) =3 T2 e e (6.25)
SRR SRR W A A W
E+m) "
Metodo 2

Alternativamente, si puo risolvere I'’equazione di Dirac libera nella rappresentazione
chirale. Gli spinori u("(p) sono dati dall’equazione

#—m)u(p) =0, (6.26)
che nel sistema di riferimento a riposo diventa
(7" = 1)« (m, 0)=0. (6.27)
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Scrivendo
NG
u(m,0) = | 0] . (6.28)

nella rappresentazione chirale si ottiene

(r) (r)
—1 1 r r n
< 1 —]1) (?;%) =0 = U=\ = Dm0 = (i%) : (6.29)
+ +

Gli spinori uc(p) in un sistema di riferimento generico sono dati da

ul (p) = N (¢ +m) ul) (m,0)

X
| _ b gf)
L+ E+m ) X+

Determiniamo la costante di normalizzazione N in modo che

e () ul (p) = Ors (6.31)

* sono hermitiane, si ha

Poiche le matrici o

o (p) ul (p)

- L 2% )\
= |N* (E +m) ( il ( E+Um) )T (1 + ;:m)) ;;L (s)
L+ E+m X+
( ) 2 (s)
=2|N]*(E ot ’
N (B +m)’ [ e BRC
QN (E+m) |1 B Nane
(E+m)2 + +
=2 |N|2 [(E + m)2 - |ﬁ|2] 57"5
=4|NPPm (E +m) 6, (6.32)
e possiamo scegliere
_ g ) o
1 . 1 |E +
N = D ey ki B+ m (6.33)
E+m)""
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» Esercizio 6.3
Siano ug) (p) e vg ) (p) gli spinori liberi rispettivamente ad energia positiva e ad energia
negativa nella rappresentazione di Dirac 74. Trovare lespressione esplicita di v’ ™) (p) e

'™ (p) nella nuova rappresentazione
T =B - (6.34)

Soluzione:
Nella rappresentazione di Dirac si ha

(r)

. E4+m _ X+
up) () =\~ | 7P o] (6.352)
E+m™t
P
r E+m v
VD (p) = s | E+ 7})“0 . (6.35b)
Y_

La matrice che effettua la trasformazione di equivalenza 7" = S~ S~! &
S=5"1=13. (6.36)

Percio otteniamo

T T T E _'_ m 0 _]1 o X_:‘r
D) = Sup) = 75 ) () = (o) | 27 o
2m \—1 Ox} m)@
NG
E4m [——— .
“Vgm | Erp . (6.37a)
g-pD  (r)
(r) G () = B oy = JEFm (0~
up’ (p) vp (p) = vp (P) om  \_1 OXS:) EJ:DT(Q)
E+ —p"
m —_
= G P ") , (6.37b)
2m \ =g = up ()

perche XS:) = go(f).
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Capitolo 7

Covarianza dell’Equazione di Dirac

Data una trasformazione di Lorentz
ot =AY (7.1)

che connette un sistema di riferimento S con coordinate z ad un sistema di riferimento S’ con
coordinate z’; le funzioni d’onda ¥ (x) e ¢'(z’) nei due sistemi di riferimento sono connesse
dalla trasformazione lineare

U (a') = Spip(x), (7.2)

con

Syt 8y = AF 4V (7.3)

Data una trasformazione di Lorentz A, esiste una matrice 85 che soddisfa la (7.3). Infatti,
le matrici
o= A,y (7.4

soddisfano alle stesse relazioni di anticommutazione delle matrici y*:

7/# ’}/V + ’}//V ”Y/M — A,up ,yp Azxa ,Yo + Aua ’70 A,up ,Yp
= AN, (V7 +979)
=297 A, N, 1 =2¢"1. (7.5)

Per la prima parte del teorema fondamentale di Pauli sulle rappresentazioni delle matrici di
Dirac (vedi il Capitolo 3), esiste una relazione di equivalenza (7.3) che connette le matrici
v* e le matrici (7.4). Pero, poiche la trasformazione (7.4) non preserva le relazioni (3.2), le
matrici 4"* date dalla (7.4) non costituiscono una rappresentazione delle matrici di Dirac.
Inoltre, poiche non si puo applicare la seconda parte del teorema fondamentale di Pauli sulle
rappresentazioni delle matrici di Dirac, la matrice 8, puo non essere unitaria.

Per trasformazioni di Lorentz proprie si ha

i

Sy =e 1 o (7.6)
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Per una rotazione di un angolo # attorno ad un generico asse z*,

A*, = (Ri)",(0) = g* cosO + (9"°guo + 9" gur) (1 — cosO) + Z €kjeg" g sin 0, (7.7)
Gt
si ha
Sk, (0) =e? zllcos§+22 sin o - (7.8)

Questa trasformazione e unitaria.

Per un boost con velocita v lungo un generico asse x*

A, = (A", (0) = g + (9" g0 + 9" gur) (cosho — 1) + (9"°gur + g"*guo) sinh g, (7.9)

con
coshp=vy=(1- 02)71/2 : (7.10a)
sinh = yv, (7.10b)

si ha )
Sa(p) = emzvet =1 cosh(%) —a” sinh(%) , (7.11)

oppure, utilizzando la relazione (7.10a) e le formule (A.6b), (A.6¢),

+1 1
Sa,(¢) =1 ,/VT N ’VT (7.12)

Questa trasformazione non e unitaria.
Dati due spinori 91 e 1, (che possono essere identici), le matrici I'* permettono di
costruire i seguenti 5 covarianti di Lorentz bilineari negli spinori (cioe del tipo 1) I'*1)y):

=t (a=1) = 1 scalare , (7.13a)
[ =A*# (a=2-05) = P Yy vettore (polare) , (7.13b)
=" (a=6-11) == 1 o™ 1Py tensore, (7.13c¢)
[ =~y (a=12~—15) = 17 by (vettore) assiale, (7.13d)
[ =+° (a = 16) — 1 7% o pseudoscalare . (7.13e)

Dati quattro spinori 7, ¥9, 13 € 14, le matrici ['* permettono di costruire i seguenti 5
scalari di Lorentz quadrilineari negli spinori:

R XN scalare—scalare , (7.14a)
U Y by gy Vi Wa vettore—vettore , (7.14b)
1 0" by by 0, 1y tensore—tensore , (7.14c)
1YY Yo by v, 514 assiale-assiale, (7.144)
U1 Y0 s pseudoscalare—pseudoscalare . (7.14e)
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» Esercizio 7.1

Si scrivano gli spinori di Dirac per un elettrone di impulso p e di energia negativa,
scegliendo una opportuna rappresentazione di matrici di Dirac.

Se ne ricavino esplicitamente gli spinori trasformati per rotazione spaziale di un angolo
6 = 60° in verso antiorario attorno all’asse y (si prenda 'asse z lungo p).

Soluzione:

Prendendo p = (0,0, |p|), nella rappresentazione di Dirac si ha

= 3
E+m |p|<7 (r)o
= 7E+7(n)<p_()
@' (0)

(7.15)

v(p) =

Per rotazione spaziale di un angolo 6 in verso antiorario (come una vite destrorsa) attorno
all’asse y si ha

= (Ra)",(0)p", (7.16)
con
1 0 0 O
0 cosf@ 0O sind
0 —sinf 0 cosf

Lo spinore /") (p) nel sistema ruotato & connesso allo spinore v (p) dalla relazione

V() = 8p,(0) v (p) | (7.18)
con
e 0 0y (cos§+isingo? 0
Sk, (0) = €' —0052+zsm22 —( 0 cos? +isinfo?) - (7.19)
Usando 'espressione esplicita (7.15) per v(")(p), la proprieta o203 = ic!, e le eguaglianze

E' = E, |p/| = |p| per rotazioni, si ottiene

‘2;/‘ ] (r)
o () = E’;— m Trm (cos 8 o® —siné o) 0 (0) (7.20)
m (cos§ +i sin§ o?) " (0)
— G0° o 0 _ V3 0 _ 1
Per 6 = 60°, si ha cos 5 = %* e sin 5 = 3, per cui
W(r), g 1 E'+m ﬂ (\/50-3 _ 0.1) (,O(T) (0)
() =5 E'+m - (7.21)

oo (V3+ia%) o0
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Tenendo conto che

Lo=(5). Po=(3). (7.22)

si ha
ol oM (0) = (?) , ol o (0) = (é) ,
io? o (0) = (_01> L 102 0?(0) = (é) , (7.23)
o* o0 (0) = (é) | o 2(0) = (_01) , (7.24)
per cui

(7.25)
» Esercizio 7.2
Come si trasforma 'insieme delle espressioni bilineari
e e T N e B o e R o e e (7.26)
per trasformazioni di Lorentz proprie e per riflessione spaziale?
Soluzione:

Le quattro forme bilineari (7.26) contengono prodotti di tre matrici v diverse e sappiamo
che qualsiasi prodotto di tre matrici gamma diverse ¢ proporzionale a una delle quattro
matrici v#7°. Utilizzando le relazioni (2.4) otteniamo

VYOV = iy
POy = iy
VYO = iy
VY = iy 'y

— iy 5. (7.27)

Per trasformazioni di Lorentz proprie e per riflessione spaziale i)y#~°1) si trasforma come
un quadrivettore assiale:

7.2-1. Per trasformazioni di Lorentz proprie
WA — AN (7.28)
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7.2-2. Per riflessione spaziale

1~ 0A~D
5 —py’ 'y per p=0, 5
W “/}%{ Figyyy perp=k=1,2,3. (7.29)

» Esercizio 7.3
Come si trasforma 'insieme delle espressioni bilineari

Py, Yrnmt,  Yrverst, Yy (7.30)

per trasformazioni di Lorentz proprie e per riflessione spaziale?

Soluzione:

Questo esercizio e simile all’esercizio 7.2, con la differenza che gli indici delle matrici
sono in basso. Poiche

Yo =", T =—7", (7.31)

dalle relazioni (2.4) otteniamo

Vyonyed = —i 350

Py = —iy27sY =

@707273@/) = _2@7175@/) — WY - (7.32)
Y28t = —ihyoysY

Per trasformazioni di Lorentz proprie e per riflessione spaziale —i1)y, 51 si trasforma come
un quadrivettore assiale:

7.3-1. Per trasformazioni di Lorentz proprie
—ipy, s = =N D5t = —igua 597 Vst (7.33)

7.3-2. Per riflessione spaziale

— +ipyys  per p=0,
_ 4 34
W = { —ipys per p=k=1,23. (7.34)

» Esercizio 7.4
Se in un sistema di riferimento lorentziano S la funzione d’onda spinoriale nella
rappresentazione di Dirac ¢ data da

Y1 ()
U(z) = : : (7.35)
Ya(z)
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che espressione ha la funzione d’onda spinoriale nella rappresentazione di Dirac in un sistema
S’ in velocita relativa v lungo 'asse y rispetto al sistema S7?7

Soluzione:

Dalla (7.11), in questo caso si ha

+1 =1 2
vl o, [yt 5 50
S =14/— — — = )
A2 () ;o 5 = = | (7.36)
2 2
da cul si ottiene
+l 0 0 i4/2=t
2 2
0 o o O N o e 0 dJl(w)
1//@,) _ 2 ¢ 2 ¢2(x)
0 i VT—l VTH 0 V3(z)
L /a=l y+1 val)
iy 0 0 B
L () + i/ 5 ()
T by () — i) 5 Ys()
. 2 P2 2 73
= - - (7.37)
- s3(w) + i/ T5 a(z)
2 a(w) — i/ 5= (@)
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Capitolo 8

Tracce di prodotti di matrici v

L’utilita del calcolo di tracce di prodotti di matrici v deriva dal fatto che 'ampiezza di un
processo nel quale interviene una particella di spin 1/2 ha la forma

M = u)(ps) Qu(p;) (8.1)

dove () € una matrice 4 x 4 che in generale puo essere scritta come combinazione lineare di
matrici I', e quindi come combinazione lineare di prodotti di matrici v. La probabilita di
transizione del processo ¢ proporzionale al modulo quadro di M. Per calcolare | M|? = MM*,
osserviamo innanzi tutto che

[u(r) (pf) © uw® (pz>i| . [u(r)f(p )’70 Qu'® (pz)} %

— w7 (p) QT T4 (pg) = uG (p;) (10 QT 1°) u (py)
= W) @ u ), (82)

M*

con

Q' =~2Q740,
e quindi
MI* = u®) (pg) Qu (pi) u® (p2) ' u () = ul (p) X ul (py) ) (pg) Qu (pi) . (8:3)

Se non si € interessati allo spin dello stato finale (cioe lo spin dello stato finale non viene
misurato), si deve sommare sugli stati finali di polarizzazione r:

> IV = u®)(p) (Z“ (ps) ul) Pf))QU(S)( ) =l (ps) Q Ay (pg) Qu(py)

r=1,2 r=1,2
(8.4)
dove A, (p) e il proiettore sugli stati a energia positiva

=" () u(p _ptm (8.5)

2
r=1,2 m
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Se lo stato iniziale non e polarizzato, si deve mediare sugli stati iniziali di polarizzazione s:

SIS 5 (T )) (@A) Q) (),

rsl sl2aﬁ1

= % > D W), (E(Pi)k(ﬁ' Ay (pr) )y

af=1s=12

= % Z (A+<pi))5a (Q/ A+<pf> Q)aﬁ
B=1

4

(A+ (pi) ¥ A (py) 9)55

[\3|,_. N | =
m

Tr[A 4 (ps) o A+(Pf) Ql, (8.6)

dove «v e  sono indici di Dirac. Percio il calcolo della probabilita di transizione in un processo
nel quale interviene una particella di spin 1/2 comporta il calcolo di tracce di prodotti di
matrici 7.

Analogamente, 'ampiezza di un processo nel quale interviene una antiparticella di spin
1/2 ha la forma

M =00 (p;) Qv (py) (8.7)

per cui la corrispondente probabilita di transizione nel caso in cui lo stato iniziale non e
polarizzato e lo spin dello stato finale non viene misurato e proporzionale a

= Z LUk ———Tr[ _(pr) YA (p) QY (8.8)

r,s=1,2

dove A_(p) ¢ il proiettore sugli stati a energia negativa

A =- Y ) ) = L (8.9

Proprieta fondamentali delle tracce di prodotti di matrici :

8-A. La traccia del prodotto di un numero n dispari di matrici v ¢ nulla. Infatti
Tr(y" ... yHn) = Tr<(75)27’“ N .,yﬂn) = Tr(7% 4" ... )
= ) T (() ) = (FP T ) (810)

dove +° & stato prima permutato circolarmente e poi commutato con le y#*.

In particolare, per n dispari si ha
Tr(y"1 e 75) =0, (8.11)
perche +° ¢ il prodotto di quattro matrici 7.
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8-B. Se il numero n di matrici v e pari, il numero di fattori puo essere progressivamente
scalato di 2 utilizzando le proprieta di anticommutazione. Per esempio,

1
Tr(y"7") = 5Tr(Y" 7" +9"9") = ¢ Tr(1) = 44" (8.12)
Analogamente,

Tr(v* "7 97) = g" Te(v* 7)) — g"* Te(7" 47) + g"* Tr(7" )
=4(g" ¢” —g" g"" + " g"") . (8.13)

La formula generale per ridurre la traccia di un prodotto di n matrici v, con n pari,
alla somma di tracce di prodotti di n — 2 matrici v ¢ data da

Tr(,ym,yuz,yus . _,yun) — gmmTrhua,ym . _,yun] _ g’““STr[’y“Q’y““ . ,,yun] 4.

cee gNIMnTr[,yM%yMEI e 7“”71] . (814)
Notare alcuni casi particolari:
TH(y?) = 0, (8.15)
Tr(+*4"+°) = 0. (8.16)
Infatti
Tr((v")°1°) = —=Tr(v" 7" ") = =Tr((+")* ") (8.17)

e da (v)* £ 1 segue che Tr(y%) = —Tr(y%) = 0. La (8.16) puo essere verificata usando
la definizione (1.13) della matrice 7° e la formula generale (8.14):

Te(y9"7°) = —iTr(v" 7" 77" ")
= —i[¢"Tr(7°7" v 7°) — ¢ Tr (v 7" 7% ~?)
+g" Tr(7"1°4*7%) — g** Tr(7"7° +"?)
+g" Tr (v "' 4%)] =0, (8.18)

perche solamente le tracce di prodotti di quattro matrici v con almeno due coppie di
indici uguali sono diverse da zero.

Il prodotto di matrici v di ordine pill basso contenente la 7° con traccia non nulla &
YA AP

Tr (7“ ~Y AP~ 75) = 4qe"r (8.19)
dove €#7P? ¢ il tensore di rango 4 completamente antisimmetrico con €2 = 41. Infatti,
la traccia (8.19) ¢ non nulla solamente se tutti gli indici sono diversi (se due indici sono
uguali, la correspondenti matrici v possono essere eliminate ottenendo una traccia
del prodotto di due matrici v e ~°, che ¢ nulla; vedi la (8.16)). Se tutti gli indici
nella traccia (8.19) sono diversi, poicheé matrici v con indici diversi anticommutano, la
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traccia e antisimmetrica per tutte le permutazioni dispari degli indici u, v, p, 0. Quindi
¢ proporzionale a €*P?. Per trovare il fattore di propozionalita 4i basta considerare!

Tr(y° 4! 424 A7) = iTr(fy5fy5) — A — 40123 (8.20)
i~D
i

8-C. Per i prodotti di un numero n pari di matrici v vale la proprieta

Trwm 7#2 . ,Yﬂn 1 'Y ) Tr(,yun ,Yﬂn 1., 7#2 ,YM) ) (8.21)
Infatti, inserendo tra tutte le coppie di matrici v I'identita nella forma C71€ = 1, dove
€ ¢ la matrice di coniugazione di carica tale che Cy*C~1 = —(4*)T, poiche n & pari si

ha

TI-(fyHl 7#2 . ,y/in 1,}/ )

Tr (G el A CRo e GO Gl CRo i l R CRa e G’l)
(=) Te ()" (#2)" - ()T (v*)T)

<[’V“" S 7‘“]T)

= Tr(yfm ot e 2 9H) (8.22)

Il
=

» Esercizio 8.1
Calcolare le tracce

8.1-1. Tr]

8.1-2. Telg 7 d

8.1-3. Tr[Xk~# ¥ 3]

8.1-4. Tr[oH v~ 7]
r|

8.1-5. Tr[o" 7 7% ~7]
Soluzione:
8.1-1.
Tr[d v ¥ ¢ = a, b, c, Tr[y" v° 4" ] = 0. (8.23)
8.1-2.

TrW’fiifj =2 (a-c) Tr[d "] — Te[d iy ¢4]
2a~c—¢§/
=2 (ac) Te[dh°] —Tl dd ¥y’ ¢

T \g-/
= —a"Tr[" ¢ =0. (8.24)
——

=0

1Si noti che il segno dipende dalla scelta dei segni nelle definizioni di 7° e %123,
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8.1-3.

Tr[SF Ay 7 S8 = Te[SF SE A 4Y] = 4 g* . (8.25)
1
8.1-4.
v (0% ,l/ v (64 v (0%
Trlo™ 7" o] = 5 (Tely" 97" 27] = Trly”" 74 47))
=2 (g g — ghe P g gre g e g gra g g8 g
=41 (g“ﬁ g’ — gt g”ﬁ) : (8.26)
8.1-5.

174 (0% Z v (6% v (0%
Trlo" %777 = 5 (e[ " " 2727 = Tely " 4%+ 7))

= =2 — P) = 4P (8.27)
» Esercizio 8.2
Calcolare
- 2
7= 3 [0 An 00| (829
Soluzione:

Si deve calcolare

T =3 [1@) Au 0)] [aO0g) A0 (0]

=y [u(s)(pf)WMU(r)(pi)} [W(pf) 'qu(r)(pi)}* Ay A (8.29)

Utilizzando le proprieta (1.5a) e (1.3) si ha

v r * S T v T * r T v S
W)y ()] = [ ()" uO(p)] =0 (i) 774w )

T N0 0t 0 (s) — (") () AY 9 (5) 8.30
= U i u u i u . .
(p)y" """y (pr) (pi) v (pr) ( )

'YV
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Percio

7= 3 [1e) 1w )] [1P) 7" w00

TS

= > u )y (p) w0 (pr) 7 0 )

T8

- X ) (3

s=1,2 r=1,2
N

)(pi)> v ul (py)

J

~~

At (ps)

= > ull(p) v Ay (p) v ul (py), (8.31)

s=1,2

dove A (p;) ¢ il proiettore sugli stati a energia positiva

p+m
A =—. .32
+(») o (8.32)
Esplicitando gli indici di Dirac si ha
4 _
T =" [l (pg)a [0 Ak (i) 7] [ (0]
ab=1s=1,2
Z 2 @)l [ k)] [ Ay (9) 1]
a,b=1s=1,2
A+ (5)lbe
4
= ) A )l [V A1)V
a,b=1
= Tr[Ay(ps) v As(pi) 7] - (8.33)
Quindi il calcolo di 7" implica il calcolo di una traccia. Utilizzando la (8.32) si ha
THY _ 1 T p v
= Ly +m) 7 () 7
1
=3 {p fa Dig Tr[v* 777 7] +mPTe[y# 4]
+ mpga TeY* 7] +mpig Te [y 77 7"] }
0
= =0
1
= 4—{pfapzﬁTr [y #7747 + m e[y 4] } (8.34)

26



poiche la traccia di un prodotto dispari di matrici v € nulla (proprieta 8-A). Utilizzando le

(8.13) e (8.12) si ottiene

1 o By o o ow )
™ :mQ{pfapw (9% g™ = g™ g™ +g QMB)erQQM}
1 « v o v av 5

- mQ{pfapiﬁ (9™ 9" — g™ g™ + g™ g"°) + m* g" }

1
= W{p‘; Py — (ps-pi) 9" + Pl oy +m® g“”} : (8.35)
In conclusione,
1 * *
1= L e )+ o ) o )+ [ ep) AP} (830
» Esercizio 8.3
Calcolare )
T=3" [u®(p1) 3w (p2) (8.37)
Soluzione:
Poiche le matrici 4% e 4° sono hermitiane, si ha
(W(pl) 75 ul® (pQ)) = ul(p2) 157" (p1) = P (p2) 757w (p1)
= —u®(py) 35w (1), (8.38)
da cui si ottiene
T =" —u®(p1) s u® (p2) u® (ps) v u® (py)
1
= = Tr[AL(p1) 15 At (p2) 5] = “z [(#1 + m) 5 (P2 + m) 75
1 1
=~ Rl tm) (—ptm)] = (=Tt [fgfe] + m* T [1])
P1 - P2
=2 (8.39)
» Esercizio 8.4
Dimostrare che
dl=a-b—io, a'b”. (8.40)
Utilizzando questa formula per il caso a = b, calcolare la traccia
T=Te[ABGD(A+T)E]. (8.41)
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Soluzione:
Dimostriamo la (8.40):

4= 5 GHHID) + 5 @I~ P =a-b—iou s (3.2

In particolare, si ha
g =a*. (8.43)

Calcoliamo ora la traccia (8.41):

T=N[ABGD AL+ TABE DT E]

2A-E—JA 2D-C—¢'p
=2(AE)T[ABE P] - T [ AABE P F]

+2(D-C)T[AB Gy ] - TT[A$¢¢@75E]

=2(AE)Tx[ABG D] - A° Tr[éBWDE]
—2(DC)T[ABG Es| + C*Tx[ABD s
=8(A-E) [(A-B) (C-D) + (A-C) (B-D) + (A-D) (B-C)]
—4 A [(B-C) (D-E) + (B-D) (C-E) + (B-E) (C-D)]
—8i(D-C)e"* A, B,C,E, +4iC*¢"* A, B, D, E, . (8.44)

» Esercizio 8.5
Calcolare

2
T = Z u) (pg) A(1+75) u(”(pi)) : (8.45)
Dopo avere ricavato il risultato generale, considerare il caso particolare A}, = A,
Soluzione:
Poiche

*

s r * o)t r *
[u(s’(pf)A(H%)u”(pi)} = [u(’ (pf>’707u(1+’75)u()<pi)] A
ot i o0t (s *
=u" (pi) (1+ 95 )" 7 u¥(py) A,
,YS ,YO
ot N0 .0 wt 0, (s) *
= ul (pi) 7 A (L4 75)7° 29T u (py) A,
1-75 yH
= u)(p;) (1 — 75) 7 ul® (py) A7,
Y (145)
= ul") (p) ¥ (14 75) ul® (py) AZ, (8.46)
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si ottiene

T =T" A, A, (8.47)
con
T = 3 ) (420 u ) w0 7 (39 o)
= TI"[A+(pf)7 (L4 75) A (pi) 7" (1 +3)]
1
= 7Ty +m) 7" (14 95) (@ +m) 7" (1+95)]
1 v
= W{Tf[ Wy +m) 7" (Lt 75) i7" (14 75)]
21/1’7”(1+’Y5)
T +m) 7 (14 35) 7 (1+95)] |
“/”(1*75;(1%{5):0
1 v
= wTT[ By +m) Y piv” (1 +75) ]
= G { Tl i7" (L 39) ] m B4 (L 09)] )
=0
1 v
= o { Wl 2 B 7] + Tl 2 By ) }
- 2 v ) uv N - _aufv ) 8.48
= Py — (prpi) g + Py + i€ prapip - (8.48)
Nel caso particolare A7, = A, si ottiene
2 2
T=—{2(ps- A) (i 4) = (ps - ps) A2} (8.49)
perche e**? A, A, = 0.
» Esercizio 8.6
Calcolare
2
T — Z’ (ps) du® (i), (8.50)
con ¢* = q.
Soluzione:
Poiche
) s * s)T r (s) r
[0 du(p)] = w0 0O ) = WO O y) . (851)
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si ottiene

T= 3 00(pp) du () W (i) 40 (o)

T~ m) (- m)

Telyy ¢ d] —m® Tr(dd] +m Tilp; d 4] —m Trldpi ]
—— — N—_——

= —Tr[A_(ps) g Ay (pi) 4] =
1
4m?

:%{(pf‘Q)(Pi'Q)—(pf-pi)q2+(pf-Q)(pi-q)—quQ}

= % {2070 wi- @) = [(pr - pi) + m*] ¢} . (8.52)
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Appendice A

Formule utili

A-A. Commutatori e anticommutatori.

A-B.

. Tensore €, = €

[AB,CD] = A{B,C}D — C{A,D}B— {A,C} BD + CA{B,D},  (A.la)
[AB,C) = A{B,C} — {A,C}B. (A.1b)

Tensore €; = € completamente antisimmetrico nei due indici k,j = 1,2, tale che
€190 = 1.

Z €rj€h; = 2, (A.2a)

k.j

Z €kj€tj = Oke , (A.2b)
J

€kj€tm = OkeOjm — OkmOje - (A.2¢)

kit completamente antisimmetrico nei tre indici k, j,¢ = 1,2, 3, tale che

€123 = L.

Z Ekjg@;jz = 3' y (A3a)

k,j.l
Z €kjt€mir = 2! O (A-3b)
7,
Z €kjtEmnt = 5km53n - 5kn5jm . (A3C)

14

Commento: La relazione (A.3a) si ricava notando che per k ci sono 3 possibilita (1
0 2 0 3). Fissato k, per j restano solamente 2 possibilita. Infine, fissati k& e j per ¢
resta un’unica possibilita. La relazione (A.3b) si ricava notando che, poiche j e ¢ sono
uguali, si ottiene un risultato non nullo solamente se k = m. Inoltre, fissati k = m, per
j ci sono solamente 2 possibilita e, fissati k = m e j, per £ resta un’unica possibilita.
La relazione (A.3c) si ricava notando che, fissati k#j, per £ resta un’unica possibilita.
Inoltre, & evidente che il risultato € +1 se kK = m e j = n, mentre il risultato ¢ —1 se
k=nej=m.
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A-D. Tensore "7 completamente antisimmetrico nei quattro indici u,v,p,0 = 0,1, 2,3,

0123 _ _
= —¢€o123 = L.

D o™ = —Al = —24,

H’7V7P7U

avpo __ a
E €pvpo€ = -3 9 s

V7P7U

Z Epupoeaﬁpa = 2! (gzgf - gﬁgg) :
P,

tale che ¢

A-E. Matrici di Pauli.

(1) (1) e

(O'k)2 =1

O — (O'k)T

(o)" = (%)’
020,02 = —(Ulc)T

[Uk,O'j] = 2izekjg04,

14
{O'k,O'j} = 25k]]1 y

Or0; = 5@]1 +1 E €kje0¢
¢

0,00 = ieijk + 5ij0k - 5ik0j + 5jk0i .

Tr[o;] =0
Tr [0;0;] = 26;;
Tr [0;0j0%] = 2i€;%
Tr [0;001,00] = 2 [5Z‘j5kg — 0dj + 5¢55jk}

Ogni matrice M di dimensioni 2 X 2 puo essere scritta come

M = % (Tr [M] + Tr [Moy] o)
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A-F. Funzioni iperboliche.

cosh? ¢ — sinh? p = 1,

(5) ==y
(5) - ==t

¥
h(Z
cos 2

sinh hd
2
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