INTRODUZIONE

[ segnali sono nati come strumento di
comunicazione fin dall'antichita” (per esempio
segnali luminosi o sonori); I'uso del telegrafo
(I'alfabeto Morse € del 1852) ne segna la
nascita moderna. Ora i segnali elettrici sono
alla base della teoria.

[ segnali rappresentano una relazione
funzionale che contiene informazioni e, quasi
sempre, anche disturbi di natura casuale. Per
ridurre il fondo si deve ottimizzare il rapporto
segnale /rumore.
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[ segnali possono essere continui (analogici)
oppure discreti (digitali) sia per la variabile
indipendente che per quella dipendente.

Esempi | Variabile dipendente Variabile dipendente
continua discreta

v. indip. |intensita’ di corrente inun | interruzioni di corrente in
continua |altoparlante: 1 = 1(t) una linea elettrica: n = n(t)

v. indip. |temperatura ad una data ora | numero di nascite per anno:
discreta |del giorno: T = T(1) n =n(1)

[ circuiti elettrici sono il tipico esempio di
segnali analogici. La trasmissione dati e
I'uso dei calcolatori sono il tipico esempio
di segnali digitali.
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In genere, 1 segnali possono essere
periodici, aperiodici, campionati o casuali;
il loro studio puo essere fatto in termini di
analisi nel dominio del tempo o della
frequenza. Il campionamento serve a
trasformare segnali analogici in digitali.
Tra gli scopi principali della teoria si ha:

e caratterizzazione, rivelazione e ripristino
di un segnale,

e caratterizzazione, progettazione €
modifiche di un sistema.
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La teoria dei segnali comprende
I’'analisi, il trattamento e le previsioni.
Dopo il loro riconoscimento i segnali
possono essere confrontati e processati
con tecniche di miscelamento,
campionamento e filtraggio mediante
opportuni sistemi (i piu” semplici sono i
sistemi lineari).

Allo studio dei segnali analogici si e’
affiancato, con lo sviluppo dei
calcolatori, un analogo studio dei
segnali digitali.
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Segnali analogici: |
| circuiti ;
elettrici i

La corrente elettrica, definita come i = dq/dt e
misurata in Ampere [1A = 1C/1s], rappresenta 1l
flusso di1 cariche positive attraverso la sezione di un
conduttore a1 cui cap1 € applicata la differenza di
potenziale V=V, — V.
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Effetto Joule: 1l lavoro L = q(V -V ) = gAV prodotto
dallo spostamento di una carica elettrica tra due punti
del campo elettrostatico puo™ essere espresso in
termini di1 passaggio della corrente elettrica i = g/ in
un conduttore d1 resistenza R=AV/i.

Si ottiene cosi® L = Ri’f e I’energia termica associata a
questo lavoro O = Ri’t/J (J equivalente meccanico del
calore: 1 cal =4,186 J) viene dispersa nell’ambiente
sotto forma d1 calore.

Potenza: per definizione la potenza associata al lavoro
e’ P=L/t=Ri’=V?/R = Vi. Si noti che la potenza si
misura 1n watt (0 kW) mentre 11 kWh e un lavoro, o
I’energia elettrica utilizzata per compiere 1l lavoro.
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, [
Le leggi di Ohm V' =KRi Rng

forniscono la relazione tra 1l passaggio della corrente in
un conduttore ¢ la tensione applicata a1 suoi cap1. La
grandezza R, misurata 1n [QQ], ¢ detta resistenza
elettrica e la grandezza p, misurata in [Q2 m], e detta
resistivita. Il suo inverso, la conducibilita’ o= 1/p, ¢
misurata in Siemens [QQ"'m™1].

In un circuito le resistenze possono essere in serie o in
parallelo. La resistenza interna r di un generatore di
tensione (generatore 1deale) s1 puo’ spesso trascurare nel
calcolo della resistenza equivalente R, di un circuito.
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Poiche’ la corrente che attraversa
resistenze in serie ¢ la stessa, la Req — E ,Ri
. . S l
resistenza equivalente e data da:

Resistenze 1n parallelo hanno invece la stessa differenza
di potenziale ai loro capi e la corrente si suddivide tra 1
vari rami in modo 1nversamente proporzionale a1 valori
delle resistenze. In questo caso la
resistenza equivalente ¢ data da:
Per esempio, nel caso di 2 resistenze
la resistenza equivalente e data da: = Z S
l

RR, A l
“ R +R,
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Per 1 condensator1 vale le regola opposta:

se in parallelo la capacita® totale e‘/

se 1n serie la capacita’ totale e

La capacita'di un condensatore ¢* definita

dal rapporto tra la carica elettrica

accumulata sulle armature e la differenza _C =

di potenziale a cui si trovano: —

C dipende dalla costante dielettrica del
mezzo interposto tra le armature e dalle

sue caratteristiche geometriche.

La capacita’, minima nel vuoto, s1 misura
in farad [1F = 1C/1V] o sottomultipli.
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Stessa carica in tutt
1 condensatori

Serie Parallelo
Resistenz
n | L
Req = Z R; R = Z R:
j=1 £q j=1 "
Stessa corrente attraverso Stessa differenza di potenziale
tutte le resistenze ai capi di tutte le resistenze
Serie Parallelo
ndensatori
] L 1 H
==X Ca= 3.
eq =] “J j=1

Stessa differenza di potenziale
ai capi di tutti i condensatori
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La semplificazione e risoluzione di un circuito elettrico
s1 ottiene applicando alcuni teoremi (per esempio quelli
di Thevenin ¢ Norton).

Spesso un circuito st puo’ semplificare 1n un circuito
equivalente applicando le leggi di Kirchoff:

» prima legge (dei nodi): 1n un nodo la somma delle
corrent1 ¢ nulla,

» seconda legge (delle maglie): 1n una maglia la somma
algebrica delle tensioni € nulla.

Inoltre deve valere 1l Principio di sovrapposizione: se in
una rete sono presenti piu generatori di tensione, la
corrente 1n un ramo ¢ la somma delle correnti prodotte
da1 singol1 generatori.
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semplificazione L, ,
s o 5 _W\._.
di un circuito R
%'_ R 23§ lf-l
/
/ Ry
a o
! I
i, el
circuito a maglia singola
che mostra come collegare
R, \'
un amperometro € un 3 ®
voltmetro .
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Applicazione del principio di sovrapposizione

Come esempio, si abbia 1l
circuito a 2 maglie, con: -l LN
E, =3V, E,=6V
R,=2Q, R,=40Q
Per le leggi di Kirchoff:
nel nodo a: 1; =1, + 1,,
nella maglia di sinistra

. . . . R, I_i @5

nella maglia di destra: — ) i3

I segni delle correnti e 1l verso di percorrenza delle maglie sono
stati scelti in modo arbitrario. Risolvendo il sistema di equazioni
s1 ricavano le correnti € 1l loro verso in ogni ramo del circuito.
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V=V,-V,

/4 O

] —

In circuiti a corrente
alternata si deve
considerare anche la
fase tra corrente e
tensione.

O»

In ogni circuito valgono le leggi di Ohm (V = ZI) e
di Kirchoff (per maglie € nodi). L'impedenza Z e
data da resistenze Z = R, induttanze Z = joL o
capacita Z = -j/oC. In circuiti puramente
resistivi, la corrente e la tensione sono in fase,
nelle induttanze la tensione anticipa la corrente,
nei condensatori la corrente anticipa la tensione.
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1) R, puramente dissipativo,

non introduce spostamenti di fase V=R
2) V= L% =L Zt (lo ”‘”) Li,jowe’” = joLi
3y 0 (anticipo di fase)
=
av 1d0 i
d Cdt C’
i = CC;—I; - Cd%(V e )= CV, jwe’ = joCV
quindi V= ; Ci:_éi (ritardo di fase)
J
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circuito RCL AAA

S, c=
L
-
[
Relazioni fra fose & ampiezza per correnti e fensioni alfernate
Elemento Resistenza Fase della Angolo Relazione tra
di circuito Simbolo 0 reattanza corrente di fase ¢ le ampiezze
Resistenza R R in fase con vp 0 Ve = IR
Condensatore C Xc precede ve di 90° —90" Ve = 1X¢
Induttanza L X1 segue vy, di 90° +90° Vi =1X;
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Cominciamo a esaminare 1 circuitt RC e RL alimentati in
continua; vedremo in seguito gli stessi circuiti alimentati in

alternata e 1l loro uso come filtri.
Scarica di un condensatore %\/V
R
A tasto aperto nel circuito non T Ve
circola corrente. Alla chiusura ™~
del tasto si1 ha: av
C j—

V.+Ri=V. +RC 0

dt

Se V,, e la carica iniziale del
condensatore, separando le
variabili e posto RC =7

V. = Voe_%, [ = —&e_%

(costante di tempo) e, si ottiene:
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v
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Carica di un
condensatore

Vo
| T
Alla chiusura del tasto il condensatore,
inizialmente scarico, si porta alla tensione V, del
generatore di tensione; dopo si comporta come
un circuito aperto. La corrente e  discontinua. Il

verso della corrente € opposto a quello
corrispondente alla carica del condensatore.
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T AN
. Ve=V,|1-e " | i=—e"’"
%IE-— C R
SO I /72 I _
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P.Galeotti

A.A.2003/04 - Segnali

27




Circuito RC R

(continuita’ 1n tensione) A N
Supponiamo che, a tasto aperto,

sia V- =V,,. ‘I: |
Poiche’:
oiche i:CdVC

dt T

alla chiusura del tasto, per lalegge di Kirchoff sulle maglie,
st deve avere: E = Vi + V.=RCdV./dt + V, da cui, posto
RC = 1 (costante di tempo), s1 ottiene:

V. _1,
(E-V.) =
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da cui, integrando, si ha:

log(V,—E)= —£+ Acon 7 =RC,e A=log(V,—F)
T

V.=E—(E-V)e ", seV,=0,V.=E(l-e ),

i:CdVC :Ee_tf

dt R

Quindisiha | |  _—
continuita’ in
tensione: p

P.Galeotti A.A.2003/04 - Segnali
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Circuito RL A N
(continuita’ 1n corrente) Vv

di
ha |V, = L —
Slha. L dt

T
N~

Per la legge di Kirchoff sulle maglie alla chiusura del
tasto si deve avere E — R1 - Ldi/dt = 0. Da questa,

dividendo per R e posto L/R = 1t (costante di tempo),

S1 ottiene: .
(i—ﬁjdtz—ﬁdi, N R —

R R i—g T
R
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da cui, integrando e ( Ej . R ( Ej
In A=In T

ricordando che i =0 I |E A s =—c

per t = 0, s1 ottiene: i

_FE t t L E
l _° _r
43_ E[l_e rj __________ T

—e 7, 0ssia i(t) = —
Quindi s1 ha continuita’ 1n corrente:
{
4 4

V.=Ri=E(l-e%), V,=E—V, =Ee" :

Anche V; e continua, mentre V; e discontinua.
In condizioni stazionarie (di/dt = 0) e’ come se
I’induttanza non esistesse; all’inizio, invece, L s1

oppone alle variazioni di corrente.
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FILTRI

Consideriamo ora circuiti RC o RL alimentati
a corrente alternata.

* ][] filtro passa basso s1 ha prendendo ’uscita
a1 cap1 del condensatore nel circuito RC, o ai

CAa]

cay

del

|
un

P.Galeotti

o1 della resistenza nel circuito RL.

« 11 filtro passa alto s1 ha prendendo 1’uscita a1

n1 della resistenza nel circuito RC, o a1 capi
I’1induttanza nel circuito RL.

filtri passa banda e sopprimi banda sono
a combinazione dei due filtr1 precedenti.
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Passa basso

Il guadagno di un filtro ¢ definito come rapporto tra la
tensione di uscita e quella di ingresso. Nel caso del filtro
passa basso l'uscita e a1 capi del condensatore per il
circuito RC, e a1 capi della resistenza per 1l circuito RL.

S1 ha dunque:
-
G — V, oC) 1 1
V. i(R—j) 1+ joRC 1+ jor
wC
v, Ri 1 1
G: — — - —
V. iR+ jol) 1+JCU% 1+ jor
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Passa alto

Analogamente, nel caso del filtro passa alto l'uscita e
a1 capi1 della resistenza per 1l circuito RC, e a1 capi
dell'induttanza per 1l circuito RL. S1 ha dunque:

G—Z— Ri _ JoRC  jor
V. i(R—jj 1+ jowRC 1+ jor
wC

L
o Ve __iGol) _ Vo) jor
V. i(R+jwl)

(1+ja)§) 1+ jor

P.Galeotti A.A.2003/04 - Segnali 35




Il modulo del guadagno fornisce il
rapporto tra le ampiezze delle
tensioni di uscita V, e di ingresso V..

‘ G ‘ Passa basso [—

1

\/1+a)272

G| =

o] [|G]

‘/'APassa alto

‘G‘: T 4 /

\/1+a)272 o
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SEGNALI PERIODICI

S1 ripetono ogni periodo T (s) € non hanno informazioni se

non 1l

loro riconoscimento; tuttavia, molti segnali sono

quasi-periodicit. Il piu” semplice segnale periodico e del

tipo:

f(t, w) = Asin(wt + @)

da cui s1 vede che un segnale periodico puo’ essere

anali

zzato 1n tempo o 1n frequenza.

Cominciando dal primo caso, la descrizione del segnale
nel tempo puo’ essere approssimata con:

°un |
* SV1.

polinomio di grado n,
luppo 1n serie di Taylor,

* SV1

luppo 1n serie di Fourier.
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1) Polinomio

f(t) =a,+a,t+a,t> +a,t3 +...a t"

Approssima la funzione in (n+1) punti arbitrari, ma
diverge all’esterno di ess1 € non € periodico.

P.Galeotti

L) F

|

l B i Folynormigl
‘ approxmatian
l

Signal

Figure 2.2 Approximation of ¢ signal waveform by a poiynomial. Here the
function ffe} = ¢ +t + 0512 — 213 +0-5 t*} has been fitted to a signal waveform
at five points




2) serie di Taylor nel punto a: SO~ @+(=a) Coa o df

do, oL@,

Diverge per t # a € non € periodica.

Sigral

) ™ Approximaton

|

I

|

G e |
Ilr TS, lll J

F \ N

|

Figure 2.3  Approximation of a signal waveform by a Taylor series. Here the
first three terms of the series have been used to approximate the function
{sin £} in the region t=n /6
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3) serie di Fourier. Ha precisione costante per ogni t
in quanto le funzioni sinusoidali sono periodiche.

ft) = A, + Z A cosno,t+ Z B simnno,t
n=1 n=1

Un gran numero di sistemi elettrici o0 meccanici
(sistemi lineari) risponde in modo sinusoidale a uno
stimolo sinusoidale.

Queste funzioni sono ortogonali, ossia 1 coefficienti
de1 diversi termini non dipendono dal numero o dal
valore degli altr1 termini1 della serie.
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[.’analisi nel dominio delle frequenze consiste nel
considerare ogni curva come somma di funzioni
sinusoidali d1 opportuna ampiezza, periodo € fase che
costituiscono un insieme di funzioni ortogonali.
Poiche” o = 2n/T = 2nt 1l pertodo T st misura in s € la
frequenza fin s/ o0 Hz.

Lo sviluppo 1n serie di Fourier introduce la frequenza
fondamentale ®, € 1 suo1t multipli inter1 nw, (detti
armoniche) e definiscono lo spettro in frequenza.

Le ampiezze delle armoniche diminuiscono con
I’aumentare d1 7.
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Per esempio, la funzione

f(t)=sinot —5sin2mt + 5 ssin3at —...

PERIODIC SIGNALS

rappresenta lo sviluppo della
funzione dente di1 sega.

sin 2a !

5N Jan

SN LN

— 5 gl
Approximation

Z

O — —
ﬂmpl tude Lsind
2‘5"' I Gur I -
' | z
w 3w I ™ I
F s
-05——— —
Figure 2.5 The frequency spectrum of the sawtooth wave illustrated ir
flgure 2.4
P.Galeotti A.A.2003/04 Fignre 2.4
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ORTOGONALITA® Ve

C12V>

Un’analogia con i vettori aiuta a comprendere il
concetto di ortogonalita’.

Sia c,,V, la componente di v, lungo v,, ossia i due
vettori siano legati dalla relazione v, = c,,v, + v..

I vettori v, e v, sono ortogonali se c,, = O; invece
sono identici se v.=0e c;, = 1.
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Nel caso dei segnali sia f;(t) = c,1,(t) + I.(t) e
calcoliamo le condizioni di minimo errore {(t).
Con il metodo dei minimi quadrati si deve
rendere minima la quantita:

L p20di=— [l -en s}

t _tl f t - 1 4
ossla:
de 1 d k 7 )12 2 )
=0= 2(0)dt +2¢,, | £,(0) f,()dt + ¢ £dt
dcy, (4, =) dc, _;‘:fl ®) 12;':f1( )/2(1) 12 ;‘sz() _
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Da cui si ottiene la condizione di ortogonalita’,

quando si ha: .
[EAQGYRQYL
Ci =1 =0

ossla per: "

[ £ .0t =0

Se ¢, = 0, la funzione {;(t) non contiene
componenti di f,(t) e le due funzioni si dicono
ortogonali. Se invece {;(t) = {,(t) allora c;,=1.
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Per esempio, se si vuole approssimare un’onda

quadra con una funzione sinusoidale si ha:
fix)

| Fity .-'...- -.."-h P
| AN S gt o~ £ AN
L II' ﬂ:?‘l-—h—nlwlk? II
| |
9.5

-
e
|
L

e

e

=0 .3

|
r—

e ——— —

L

Si(¢)=+1 per 0313%; f,@)=-1 per%ﬁtﬁzn
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f,(t)=sm(wt+@)=smmwt [@=0perche f,(1)=0a¢=0]

%) 27[60
Isinwtdt— fsina)tdt (1+1+1+1)
0 /. w 4
C12: 2% — 77 272_ > ]
J‘sinza)tdt @

0

La funzione f,(t) = (4/t) sinwt e quindi
I’approssimazione sinusoidale di un’onda quadra
che fornisce 1l minimo errore quadratico medio.
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Le funzioni trigonometriche 1
. : _ jmx = jmxy.
seno € coseno sono ortogonali in  |SIL7X = 2—].(6 e );
1 periodo. Per esempio, usando |
le formule di Eulero, s1 ha: cosmx = —(e’™ +e ™)
2
+7T 1 +7T
jsin mx sin nxdx = —— j(e’mx —e ") (e —e M )dx =
bt (2)) 7,

+7T
_ _71 J(ej(m+n)x _ e—j(m+n)x _ej(m—n)x . e—j(m—n)x)dx _

= _71 {ZT;COS[(M +n)x|dx —2+_Ecos[(m = n)x]a’x}
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da cui, per m = n, si ottiene:

+7T 1

I S1in mx sin nxdx = — Z

—7T

mentre, per m # n, si ha:

1| -2 *F
=—— sin(m +
4_m+nj (

—7T

_—2 sin 2mxdx — 2

2m
= -
+Tr

—7T

9 +7

n)xdx +
m-—n

/A

(7 +7)

I SIN mXx S1n nxdx =

jsin(m —n)xdx |=0

Risultati analoghi s1 hanno per le altre combinazioni
tra funzion trigonometriche.
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usando per concisione 1 simboli di Kronecker:

o =1perm=n,eo, =0perm#n

m

L+
j sinmat -cosnat - dr=0

4

st puo’ concludere che
deve essere:

Hh+T H+T
jsin maot-sinnot - dt = jcos maot-cosnwt-dt = 7o,

h h
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[l principale vantaggio delle funzioni ortogonali
¢’ che 1 coefficienti non dipendono dal numero
di termini usati; per esempio, Sl puo  ritenerere
di migliorare I’approssimazione di un’onda
quadra aggiungendo un ulteriore termine, ossia
ponendo:

£;(t) = ¢, f,(1) + c385(t) + 1.(0)

e minimizzando 1’ errore:

j 1! (z)dz—— j fO=cnfoO—c fi (O dt

t_tltl l 111
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da cui deve essere:

de 1

de,, B (4, — 1)

2¢, | £ (Odt=2[ £, £ (0)dt + 2¢, [ £,(0) £ (0)dlt

Ma, essendo 1l terzo integrale nullo per ortogonalita’, s1
ottiene che la miglior approssimazione del coefficiente
c,, coincide con quella del caso precedente.

P.Galeotti
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I1 calcolo dei coefficienti della serie di Fourier €
semplificato dalle condizioni di ortogonalita’.
Infatti, posto ®,t = X, si1 ha:

ft) = A, + Z A cos nx + Z B sin nx
n=1 n=1

ossia una somma di funzioni ortogonali del tipo:

* [ termine {(x) = A, (c,=A, H(x) =1)
[l termine f(x) = A, cosnx (¢, = A,, 1,(X) = cos nx)
e [II termine {(x) = B, sinnx (¢, = B,, 1,(x) = sin nx)

da cui s1 ricavano 1 valori dei coefficient:1 A, A, e B,:
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Tf(x)-l-dx L

|
A, — = — jf(x)a’x
_[12 dx o
j f(x)cos nxdx o
A4, ="— = j f(x)cos nxdx
2 T,
Jcos nxdx
j f (x)sin nxdx .
B, =~"— = j f (x)sin nxdx
- T
jsm nxdx

—7T

A.A.2003/04 - Segnali

54




Poiche’ 1l coseno €' una funzione pari [cosx = cos(-x)]
¢ 1l seno dispari [sinx = -sin(-x)], se f(x) ¢ dispar1 tutti
gli A, sono nulli, se f(x) e pari tutti 1 B, sono nulli.
Per esempio, la funzione {(t) = /2m,t = x/2 (funzione

dente d1 sega) ha tutti ghi A, = 0. [ 7
Anche 4, =— I—dx =0
2 2 2

+7T

| 1 | "fcosnx X COS 1X
mentre B, =— | x-sinnxdx = — I dx —
21 2 27T n n

avendo 1ntegrato per parti, con x fattor finito. Quindi 1l
valor medio e nullo e s1 ha:

B,=-cost =1, B,=- cos2n = -2, B;=1/3 cos2r, ecc..,
come gia  1illustrato nella fig.2.5.
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Simmetria a mezz'onda
f(t) - -f(‘l""T/ 2) Vale per le funzioni armoniche

dispari (n = 1,3,5..) per esempio:

. : ol .
sINnnwt =—Ssin n(a)t +7j = —sm(na)t + nﬂ) =

= —SINN Wt COSNIT+COSNWESINNTT

wl
COSNnt = —cosn(wt +7j = —cos(na)t + nﬂ) =

= —COSNWICOSNIT+SINNWtSINNTT

queste uguaglianze sono valide solo sen=1,3,5,...
nel qual caso s1 ha cosnz=-1 e sinnz= 0.
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g
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P
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Figure 2.9  Halfwave symmetry. Waveforms {a), (¢} and fe) exhibit such
symmetry; waveforms (&) and {d) do not
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Un segnale par1 (B, = 0) o dispari (A, = 0) con
simmetria a mezz’onda, si puo’ integrare su un quarto
di periodo e po1 moltiplicare I’integrale per 4.

2 f(ot)
Per es. un’onda quadra

simmetrica rispetto
all’origine € una
funzione par1 di media
zero (A, = 0). 0
I coefficient1 A del /2 +1t/2
coseni valgono:
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A

n

1

= —<

1

T

.

&

—7T

N\

T

{—sin nx

n

+7/) .
I—cosnxdx+_“ cosnx dx + j—cosnxdx+>:
_é +72'2 )
—7 . +7 . T ]
7 S1n 71X i SIN 71X 4 . nrm
+ — >:—Sln7
n n nir

J

per n part A, =0, per n dispart A, =+1 o -1. La serie di
Fourier (ricordando che x = ot) ¢ quindi data da:

P.Galeotti

f(t) = ZAn cosnwt =

4 1 1 j
=—| cosw,t ——cos3w;f +—CcoSSw,t +...
T 3 5

n=1,3,5...
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Se invece 1’origine e scelta in I
modo che 1l segnale sia dispari
1 termini B, valgono + 1, e si
ha:

v

] ]
f(ot) = (sm Wt — B sin 3@, + = sin St — j

Se 1’origine e scelta in modo arbitrario compaiono
entrambi 1 termin1 A € B_. S1 definisce potenza media

(per esempio per la prima armonica) la quantita’:

A5 B! 8
+ =

2 2

_ L [(4 cos x)dx + — | (B, sin x)*dx=
T 2 2
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Analogamente tutte le altre armoniche avranno potenze
P,, P;, P,,... S1vede che, con lo spostamento dell’origine,
non cambia la potenza di ogni armonica.

La quantita® A2+ B?= costante ¢" simile alla proprieta’
sin?a. + cos?o. = 1 delle funzioni trigonometriche. Da
questo fatto s1 puo ottenere la condizione:

A coswt+ B smot= K(cos & COS @, + sin & sin a)lt)

con K costante. Per la normalizzazione alla potenza deve
essere:

K:\/Az—l—Bz, s =t , sina = 5
VA + B’ VA® + B
. B
dacui —=fga
A
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Acos @t + Bsin ot =+ A% + B> [cos(wt —a )| =

¢ infine:
— A+ B cos(a)t —tg” %)

Se imvece 4 =sin f3, 5 =cos [}
VA + B VA + B

s1 ha I’espressione analoga:

Asin ot + Bcos ot = A* + B sin(a)t +tg” %)

In conclusione, le due componenti della serie di Fourier di
0gnl armonica possono €SSere espresse con una singola
funzione contenente una fase iniziale.
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f(@)=4,+ Z C cos(nwot+@, ), f(t)=A4,+ Z C sin(nwt—-_9,)
n=1 n=l1

Con C, =+ 4>+B?,

B/
@, =arctg ”A ,

Figure 2.13  The addirion of a sine and 4 cosine function t0 give @ wave of the

2
Pn o Cn >
2
1 00
l)tot :A(? +§ZC13
n=1

same frequency with a phase angle 8
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SEGNALI APERIODICI

Usiamo la forma esponenziale (formule di Eulero) della serie
di Fourier. Per 1 termini n = 0, 1 s1 ottiene:

: A (. . B, [ . .
f(@)=A,+ A coswt+ B, sinwt = 4, +71(ef“’f + e—fwf)_%(emt _e—jcor):

1 . 1 . . .
= E(Al + jB,)e " + A, + E(Al —jB e’ =a_e”’ +a, +ae’

o0
Che puo’ essere scritta (m intero) nella forma f (f) — Za efmf
m
HE=—00

[ coefficienti a_, sono ora complessi coniugati: la parte
reale rappresenta 1 coseni € quella immaginaria 1 seni.

Sono pero’ introdotte “frequenze negative™.
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4 (eja’t + e‘j”t) Bsinax :—jé(ej“’ —e_j“’)

Acosat =—-
2 2

[l primo membro ha una riga di ampiezza A alla
— frequenza o, 1l secondo membro ha due righe nel
piano reale di ampiezza A/2 alle frequenze ® e — .

Il primo membro ha una riga di ampiezza B alla
frequenza m, 1l secondo membro ha due righe nel piano «
immaginario di ampiezza B/2 alle frequenze o ¢ — o.
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Dalle definizioni di A e B_, e ricordando che
X = ot, si ha:

T
.

f(x)e ™ dx

m

a If(x)(cos mx — jsin mx )dx =

f(x)e ™ dx

N

—m

L
27 ¢
1

jf(x)(cos mx + jsin mx )dx —2—

-7

ossia il medesimo valore

a = i j £ (x)e ™ dx

Il termine a, coincide con il valor medio di {(x).
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Come applicazione di segnale
aperiodico, esaminiamo un | 1
impulso stretto (importante |
per le trasmissioni, i radar, i |
calcolatori) definito da f(x) = 1 ! 0
nell'intervallo 2n/k con k >> 1 € :
f(x) = O al di fuori dell'intervallo.
7
Siha: =l [lea :L(Lﬁj:l
27 2z\k k) k
0 - L e—jmx % _ 1 |:e_jmﬂk _ejm%_ _ —2] sm(ﬂ'%) _
2w — jm _/ —27gm i —2 jmm
] sin(z %) 1 sinx =1 Sinm% ot
Tk n% "k x f(x):Z% mr,/ ©
Tk p— 4
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per k — oo (impulso stretto) gli a_ sono vicini tra loro e sotto
I'inviluppo di sinx/x. Al limite lo spettro diventa continuo.

e
— | —— —
L3

01 [

I
o
4
""': -
£
{

Figure 3.3 (¢} A repetitive pulse waveform, and its real exponential Fourier
coefficients for (b) k =3, and {c} k=35
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La trasformata di Fourier e 1'analogo della serie di
Fourier per segnali non ripetitivi.
Nell'esempio precedente, se T — © (o = 2n/T — 0) e:

_ L i gy = 1 ( t)e " dt
Gy == _jﬁf(x)e = T_l/f( )e

a T =G(w)= Tf(t)e‘jm"”dt

c G(a)) imao,t - G(a))a) im ot 1 T /
1) = —~eImet — Lo/ — — | G(w)e’ dw
f0= 2~ 2=, 72 1 6@

() =— j G(wedo  G(w)= T F(Oe ™ dt
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Come esempio riprendiamo l'impulso isolato f(t)=1 in (-t,7)

—jor|*

G(w) = jefwfdz -

_‘ :_.L(eja)r_eja)r):_zjs%na)f:ZT(Sina)Tj
J - jo —jo DT

2r
-r
o z e wir 2w/ i
=)
Figure 3.5 (g} A single isolated pulse and (b} its frequency spectrum
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Per t grande I'energia €’ concentrata intorno a ® = 0 (pert — « lo
spettro € una riga a ® = 0). Per t piccolo I'energia e* diffusa su molte

frequenze (per t — 0 lo spettro e’ piatto).

7=} ¥ ——— P
e =0

I.ID — \
& = it — -

{a) (b)

.;I;igun‘: 3.6 fa) Two f’ﬁaiﬂred puises, one of long and the other af short
uration, and {b) their corresponding spectra Only a small part of the (sin x fx)
spectrum of the short pulse is shown
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Limitazioni della trasformata di Fourier
La trasformata di Laplace

Poiche’ |e‘J'°°t | =1 la G(w) esiste se T\ f(0)dt € finito.

Molte funzioni non soddisfano a questa condizione, per
esempio seno e coseno da - « a + w o la funzione gradino
per T — . In quest'ultimo caso, per esempio, si puo’
considerare il limite di f(t) = e°t

per ¢ — O (fattore di convergenza). 1 ‘
S1 ottiene: 0
G(a)) _ J‘e—ofe—ja)tdt _ 1 . ‘e—ate—ja)t e _ 1 .
, —(0+ jo) " (o+jw)

Per o = 0 lo spettro ha una singolarita’ in @ = 0; per ¢ — 0 ma # 0,
lo spettro vale 1/jm.
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In genere, se un segnale ¢ del tipo f(t) = 0 per t <0, s1 puo” usare una
versione modificata della trasformata di Fourier, che prende 1l nome
di trasformata di Laplace. La frequenza complessa s ¢ data da seni e

coseni smorzati.

G(w) = T f(H)e e /dt =

= ]O (et = T f(t)e"dt e

P.Galeotti

- ] ‘\
Co o [t=20
\ / \
\ T —
=0 \‘ \/[ |
Vo \
\ / |
-

Figure 3.11 Typical examples of waveforms which gre members of the fanily
defined by fit} = e fort > 0, when s is complex




Rappresentazione in poli e zeri

D

£—plone
)
X
s—nlane
r 3
O
X

|6 { ;e

|G‘{lw}|

fgf el

In genere si ha:

G(s)=A4 (s —2)(8=2,)(s = 2)....
(s = p)(s = p,)(s = P3)....

eer =)

(o ———

Figure 3.16 Two pole-zero configurarions and their corvesponding specival
muagnitude characteristics
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Laplace Transforms

Wavefarm Fit), fort >0 Gis} s-plane poles and zeros
il
wlth A
urnit step
j_ - &{r} 1 |
unit impulse
1
_14 ritl s +
unit ramp
¥ 1 i 1
expl—ot) u{t) {s + &) Fal |
exponential
o
I,i —exp{—-af}{ Iu[!‘.l St o) L
1
~ | = | e
[ —exp (-1} wie) s +od s+ ) |
s X
W Sl o X
cosing
N | N X
VAR VA B I %
5ing
* |
. Lg
- expl—ot) sin wipt 01} 31 0 ¥ jogd (s + o = fep ) |
damped sine »
sin{eogr—8) + exp{—at) sin g *
- !CF + 1’-‘\Pc|2 I % b N
s {s + o} {57+ we?) £
where § = tan~" —-;'1
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Segnali campionati

La funzione 6(t) e detta delta di oo
Dirac e rappresenta un impulso G(jw)= '[ O(t)-e’“dt=1
di breve durata (t,t+dt) e area —0
unitaria. (valore di et per t=0)

G(jo) = Tg(t —T)-e/“dt ="
: Jf(f)°5(t—a)dt = f(a)

Trasformata di Fourier discreta. Dal campionamento ogni
istante t=T si ottiene la rappresentazione in tempo e le
trasformate di Laplace e Fourier (DFT).
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f@O)=x,-0)+x,-0(t—-T)+x,-0(t—2T)+x,-0(t=3T)+...

G(s)=x,+xe”" +x,e"" +x,e”" +...

—joT —jw2T —jw3T

G(jw)=x,+xe’" +x,e + Xx,€ +...

— T 3 _ _ _
Posto z = e" si ha la G(z)=x,+ Xz +x,2° +x,2 ...
trasformata z del segnale:

Il segnale campionato si ripete ogni 2n/T rad/s. z e una
nuova variabile delle frequenze, in genere complessa, e
si introduce uno spostamento di fase proporzionale alla
frequenza. Se s = ¢ + jo, si ha:

sT _ of

‘ol
z=¢" =e7 e’

=e” coswT + je” sin wT
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Z=-plane ET ja’
15 C

Unit circle

Poli e zeri

J ﬁltwr fl-:E—a'J"'
2 ’ - r

9'5? w 7 ra=ev .

rsze'}'

Figure 4.7  Eguivalent locations in the ¢ and z planes
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G(z)=(1-" =2

Z
Unit circle -0
Z = ptane £{7}
. ) ~-1-0

. (b)
45
8™ order 2.0
pole

|G‘I{jm}|
a2 A B8 Caemsr (e —-
{o}
{]
Figure 4.8 o) A z-plane pole—zero configuration, (b} the corresponding time
function, and (c) the magnitude of its spectrum
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z° —1

z°(z-1)

G(z)=

=0} J —
{b)

l 19
:_fp;m/ "

7‘{\ B-0
8= order -
[
Pole 6(ja]
w=Q T/ et ———

Figure 4.9  The effects of removing one of the z-plane zeros of figure 4.8
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Funzione di correlazione

i -
-l
Al

[l

bl

Figure 6.1  /a) Portions of rwo random signals which differ only in their time

erigin, and by an estimate of their cross-correlation Function
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Segnali e sistemi lineari

Vale il principio di sovrapposizione € non vengono
generate nuove frequenze.

Solo 'ampiezza e la fase del segnale di ingresso
possono venir modificate dal sistema lineare

al o — - Il--—(gts*--:?]fwﬂ

I

' L

/\ /\ [~ Soeer —fi ANVANYA
VAVEV VAAVEie

=0 £ ‘-"rir'll:wﬂf—-rf?.] F=0 A& sin [a&f—;ﬁ-f]
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Figure 7.16  Mixing and filtering
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Inpat Linear system utput
B li) — <
r |wtw| f—etere twr] mt |
ET. F.T F.T.
rlr) ——a S kP2 RN N E VI § o

F.T. denotes Fourier tronsformeat.on

¥ denctes convoiution

2

ligure 7.200 Power spectrivm and aurocaorrelation fiinetion refationsiips at fnpu

and outpait of a Fovar svstem
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Campionamento

G, les)
(al
—f-:l:" e = o () ——
'53.'1&”

?' E'."J'r’.-"'_ 41?':"?' o) ——

Figure 8.5 (a) The spectrum of a typical continuous signal and (b) that of its
sampled version when the sampling interval is T seconds
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Reconstituting filter

- / Sampled-signal
- |

{a) |

_\.
—

—=kea

Heconstituted signal

{b)

J_I_I_L.l 1 L_lL Recanstituting

TTTI T filter
] |7

Figure 8.6 Signal reconstitution, {a) in the frequency-domain, and (b) in the
time-dontain
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Figure 9.7
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and

(Butterworth)

! {Chebyshev)

o) |
[+ o — - —7 )
A - — ——— — = — = ——— ——
F# (e | iy
.\ g Butterworth
] Chebyshev
i ——
=0 a:o o ——— -

Figure 9.%  Frequency response (magnitude) characteristics of low-pass
Butterworth and Chebyshev filters of fifth order
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fa}

(o)

filter
waveforms

1-0-

{cl

| Hiiw] |

w107 mf2T a/T

Figure 9.19 A moving-average filter: (a) impulse response, (b} tvpical input and
output waveforms, and (¢) frequency-response magnitude characteristic
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{a} 6 —

Filtro adattato

(b}

[
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P

(c} 91 —
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t ——

. ||||l.. ol HI.‘ L
T T
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01 = 62+52+42+32+22+12
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Figure 10,10 (e} A time-limited sampled-data signal, and {b) the same signal
occurring several times in random noise. In (c) is shown the signal’s autocorrelation
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