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1 Elementi di statistica Bayesiana
= || teorema di Bayes
= Comparare modelli in statistica Bayesiana



B Il teorema di Bayes

su cosa si fonda la statistica Bayesiana?J

data un'ipotesi H, i dati d, e qualche informazione / (assunta come vera):

Teorema di Bayes:
o(HId. 1) — P D p(HI)

p(dll)
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B Il teorema di Bayes

lsu cosa si fonda la statistica Bayesiana?J
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Probabilits Teorema di Bayes: l Probabilita a priori: I
o _ pld|H. 1) p(HI1) _
a posteriori: p(H|d,I) = ol cosa sapevamo prima
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fondata sui dati,
assumendo H vera




B Il teorema di Bayes

‘su cosa si fonda la statistica Bayesiana?J

data un'ipotesi H, i dati d, e qualche informazione / (assunta come vgsa):

m(

s Teorema di Bayes: (Probabilité a priori:}
Probabilita

.. _ p(dlH, 1) p(H|!) -
a posteriori: p(H|d,I) = (D cosa sapevamo prima

cosa sapremo —
dopo Likelihood: | £(0)

[Evidenza Bayesiana:} fondata sui dati
p(d|l) = ZP(C”H’ 1) p(H|I) assumendo H vera
H




Il teorema di Bayes

[su cosa si fonda la statistica Bayesiana?}

data un’ipotesi H, i dati d, e qualche informazione / (assunta come nga):

a

Teorema di Bayes: [Probabilité a priori:}
d\H, 1) p(H|!
a posteriori: p(H|d,l) = A ‘p(d)|f)( )

cosa sapremo —
dopo : : Likelihood: | £(#)

[Ewdenza Bayesmna:} fondata sui dati,
Zp (d|H, 1) p(H|I) assumendo H vera

Probabilita

cosa sapevamo prima

Teorema di Bayes:

. . likelihood x p. priori
p. posteriori =

evidenza
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Il teorema di Bayes

[su cosa si fonda la statistica Bayesiana?}

data un’ipotesi H, i dati d, e qualche informazione / (assunta come nga):

a

Teorema di Bayes: [Probabilité a priori:}
d\H, 1) p(H|!
a posteriori: p(H|d,l) = A ‘p(d)|f)( )

cosa sapremo —
dopo : : Likelihood: | £(#)

[Ewdenza Bayesmna:} fondata sui dati,
Zp (d|H, 1) p(H|I) assumendo H vera

Probabilita

cosa sapevamo prima

inferenza dei
parametri Teorema di Bayes:
likelihood X p. priori

osteriori =
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Il teorema di Bayes

[su cosa si fonda la statistica Bayesiana?}

data un’ipotesi H, i dati d, e qualche informazione / (assunta come nga):

a

s Teorema di Bayes: [Probabilité a priori:}
Probabilita

o _ p(d[H, 1) p(H|I) :
a posteriori: p(H|d,I) = o(dll) cosa sapevamo prima

cosa sapremo —
dopo : : Likelihood: | £(#)

[Ewdenza Bayesmna:} fondata sui dati

ZP (d|H, 1) p(H|I) assumendo H vera
inferenza dei
parametri Teorema di Bayes:
~ . likelihood X p. priori
osteriori =
evidenz

paragone di modelli
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B Bayesian evidence

[“Evidenza Bayesiana”J

‘ p(d|M) = Z =" p(d|H, 1) p(H]|) ’
H

somma su diverse ipotesi (discrete)
(sempre assumendo / vera)



I Bayesian evidence

[“Evidenza Bayesiana”J

‘p(dIM) =Z= [ pldio. M)p(0l) de]

integrale sulle ipotesi (continue) = valori dei parametri nel modello M
(considerando M corretto)



I Bayesian evidence
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I Bayesian evidence

[“Evidenza Bayesiana”}

‘p(dw) =Z= [ pldio. M)p(0l) de]

integrale sulle ipotesi (continue) = valori dei parametri nel modello M
(considerando M corretto)

Cosa succede se abbiamo diversi modelli M;?

(usare Z; per comparare i modelli}

P. a posteriori del modello:

costante di pro-
[P(Mild) x p(M;) Z;

~—— porzionalita dipende
solo dai dati

p(M,) p. a priori del modello
'S. Gariazzo  “Autostati di massa dei neutrini e il loro ordine: un approccio Bayesiano”  Milano - 05/04/18  2/13



M Fattore di Bayes

E migliore My o M5?
‘ p(Mald) _ o p(Mi)

p(Mald) — 12 p(My)

Fattore di Bayes:

Z
‘312:—1 = InBo=InZ —In2
El 22 bl




M Fattore di Bayes
E migliore My o M5?
‘ pMild) _ o p(Mi)

p(Mald) — 12 p(My)

Fattore di Bayes:

Z
‘312:—1 = InBo=InZ —In2
El 22 bl

se p. a priori sono uguali [p(M1) = p(M2)],
By > determina il modello preferito:
/ \
31’2 >1 (In 51,2 > 0) 5172 <1 (In Bl’g < 0)




. Scala di Jeﬂ:reys [Trotta, arxiv:0803.4089]

Preferenza per il modello migliore:

|Bl72| 01

rilevanza del segnale secondo la scala di Jeffreys:

|In By 2| Preferenza | probabilita | rilevanza
<1.0 <3:1 < 0.750 | inconclusiva
€[1.0,25] | (3—12):1 < 0.923 debole
€[2.5,5.0] | (12—150):1| < 0.993 moderata
> 5.0 >150:1 > 0.993 forte

Preferenza & rilevanza sempre valide

probabilita corretta solo in caso di due modelli con uguale p. a priori
(per esempio, ordine delle masse dei neutrini: normale O inverso)



M Rasoio di Occam

Cosa ci insegna il paragone di modelli in statistica Bayesiana?

(Miglior modello ¢ il bilanciamento migliore fra}

Predittivita

Qualita del fit

Rasoio di Occam]

la teoria piu semplice che spiega i dati & preferita

modello con pit parametri ——— fit migliore (di solito)

\—> veramente servono tutti i parametri?

[il fattore di Bayes penalizza i modelli pit complessi del necessario!]




M Rasoio di Occam

Cosa ci insegna il paragone di modelli in statistica Bayesiana?

(Miglior modello ¢ il bilanciamento migliore fra}

Qualita del fit Predittivita

Rasoio di Occam]

la teoria piu semplice che spiega i dati & preferita

e se usiamo gli stessi parametri ma cambimo la loro p. a priori?

Evidenza bayesiana dipende da p. a priori!

[Fattore di Bayes penalizza p. a priori piu estese del necessario!




Rasoio di Occam

Cosa ci insegna il paragone di modelli in statistica Bayesiana?

[I\/Iiglior modello ¢ il bilanciamento migliore fra}

Qualita del fit Predittivita

)

Rasoio di Occam]

la teoria piu semplice che spiega i dati & preferita

e se usiamo gli stessi parametri ma cambimo la loro p. a priori?

Evidenza bayesiana dipende da p. a priori!

[Fattore di Bayes penalizza p. a priori piu estese del necessario!}

Fattore di Bayes NON penalizza i modelli in
cui ci sono parametri non vincolati dai dati

S. Gariazzo “Autostati di massa dei neutrini e il loro ordine: un approccio Bayesiano" Milano - 05/04/18 5/13



2 Applicazioni all’ordine delle masse dei neutrini
= || problema
= Parametrizzazioni e ordine
= Comparazione di modelli



B Masse dei neutrini

Ordine normale (NO)
m < my < m3
Smye = 0.06 eV

~
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Ordine inverso (10)
my < m < mp
Sme = 01eV
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B Masse dei neutrini

Ordine normale (NO) Ordine inverso (10)
m < my < m3 my < m < mp
Some = 0.06 eV S>me 2 0.1eV

- - v, Ve




M Masse dei neutrini
Ordine inverso (10)

Ordine normale (NO)

m < my < m3 my < m < mp

Some = 0.06 eV S>me 2 0.1eV
e v, Vr

IS
2n
2 I

3
A
(&

2 |Am§,tm|
1 <Rl ‘

[Scala assoluta delle masse non nota!}

Si puo determinare I'ordine delle masse ponendo limiti su > my?




B Limiti sulla scala assoluta delle masse dei neutrini

l Effetti dei neutrini sullo spettro del decadimento BJ

Mainz/Troitsk: m,. <2 eV
inz/Tr e S m2, = ¥y | Uei2
Katrin (atteso): m,, < 0.2 eV Uek matrice PMINS



B Limiti sulla scala assoluta delle masse dei neutrini

l Effetti dei neutrini sullo spettro del decadimento B]

Mainz/Troitsk: m,, <2 eV
/ e S m, = S U2 2
Katrin (atteso): m,, < 0.2 eV Uek matrice PMINS

(se il neutrino & particella di Majorana)

[Limiti dal doppio decadimento 3 senza neutrini I

Misura T{f,, converti in mgg usando me/mgg = M Gov TPV

. . me massa elettrone,
e infine mgg = |3, e/ U2, my| Goy, spazio fas,

«y fasi di Majorana

MY elemento di matrice




Limiti sulla scala assoluta delle masse dei neutrini

[Effetti dei neutrini sullo spettro del decadimento ﬁ]

Mainz /Troitsk: <2eV
inz/Troitsk: my, 5 m3, = 32 [Uek]? m;

Katrin (atteso): m,, < 0.2 eV Uek matrice PMINS

(se il neutrino & particella di Majorana)

[Limiti dal doppio decadimento (3 senza neutrini}

Misura Tlo/”z, converti in mgg usando me/mgg = M, /G, Tf/”2

. . . me massa elettrone,
e |nf|ne mﬁﬁ = |Zk ek Uezk mk| Go,, spazio fasi,

oel to di matri
ay faSi dl Majorana M elemento I matrice

ELimiti cosmologici attraverso I'effetto delle masse dei neutrini}

= radiazione cosmica di fondo (CMB) ed espansione dell'universo

Al momento Y, my < 0.1X eV, misure di singole my in futuro?

S. Gariazzo “Autostati di massa dei neutrini e il loro ordine: un approccio Bayesiano" Milano - 05/04/18
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B Cosa possiamo ricavare dai dati odierni?

1

[Hannestad, Schwetz, 2016]: preferenza estremamente debole (2:1, 3:2) per NO
(cosmologia + fit di oscillazioni [Bergstrom et al., 2015])
approccio bayesiano;

[Gerbino et al, 2016]: preferenza estremamente debole (up to 3:2) per NO
(solo cosmologia), approccio bayesiano;

[Simpson et al., 2017]: forte preferenza per NO

(limiti cosmologici su >" m, + misure di Am3; e |[Am%|)

approccio bayesiano;

[Schwetz et al., 2017], “Comment on [Simpson et al., 2017]": effetto di p. a priori?

[Capozzi et al., 2017]: preferenza a 20 per NO
(cosmologia + fit di oscillazioni [Capozzi et al., 2016, aggiornamento 2017])
approccio frequentista;

[Caldwell et al., 2017] indicazione molto debole per NO
(cosmologia + SB0v + fit di oscillazioni [Esteban et al., 2016] riadattato)
approccio bayesiano;

[Wang, Xia, 2017]: Fattore di Bayes NO vs IO non informativo
(solo cosmologia).



B Cosa possiamo ricavare dai dati odierni?

1

[Hannestad, Schwetz, 2016]: preferenza estremamente debole (2:1, 3:2) per NO
(cosmologia + fit di oscillazioni [Bergstrom et al., 2015])
approccio bayesiano;

[Gerbino et al, 2016]: preferenza estremamente debole (up to 3:2) per NO
(solo cosmologia), approccio bayesiano;

[Simpson et al., 2017]: forte preferenza per NO

(limiti cosmologici su >" m, + misure di Am3; e |[Am%|)

approccio bayesiano;

[Schwetz et al., 2017], “Comment on [Simpson et al., 2017]": effetto di p. a priori?

[Capozzi et al., 2017]: preferenza a 20 per NO
(cosmologia + fit di oscillazioni [Capozzi et al., 2016, aggiornamento 2017])
approccio frequentista;

[Caldwell et al., 2017] indicazione molto debole per NO
(cosmologia + SB0v + fit di oscillazioni [Esteban et al., 2016] riadattato)
approccio bayesiano;

[Wang, Xia, 2017]: Fattore di Bayes NO vs IO non informativo
(solo cosmologia).



B Parametrizzazioni, p. a priori e dati ~ [5¢ ¢t 2 JCAP 03 (2018) 011]

Oscillazioni di neutrini]

X2 = —2log Lose
dal fit globale
[de Salas et al, 2017]

Oscillazioni
Parametro | p. a priori
sin2 012 0.1-0.6
sin2 013 0.00 - 0.06
sinf3 | 0.25-0.75

[Masse: vedi oItre!]
S Corbme | “fniesEd 6F mess G manid @ A e el o aameese Baesam? 0 Mimee 05008 00 GjiE




B Parametrizzazioni, p. a priori e dati

Likelihood approssi-
mate come in [Caldwell
et al, 2017], usando
[Gerda, 2017] (Ge),
[KamLAND-Zen, 2016],
[EXO-200, 2014] (Xe)

[SG et al., JCAP 03 (2018) 011]

lOscillazioni di neutrini]

X2 = —2log Lose
dal fit globale
[de Salas et al, 2017]

BB0v Oscillazioni
Parametro | p. a priori Parametro | p. a priori
(%) 0-27 sin2 912 0.1-0.6
as 0-2m sin fy3 0.00 - 0.06
M%;, | 407-487| sin®63 | 0.25-0.75
MUy, | 2.74-3.45

[Masse: vedi oItre!]




B Parametrizzazioni, p. a priori e dati

[Dati cosmologici}

Dati completi CMB
(temperatura, polar-
izzazione) di [Planck,
2015], con modello
ACDM come base

Likelihood approssi-
mate come in [Caldwell
et al, 2017], usando
[Gerda, 2017] (Ge),
[KamLAND-Zen, 2016],
[EXO-200, 2014] (Xe)

[SG et al., JCAP 03 (2018) 011]

(Oscillazioni di neutrini}

X2 = _2|0g£osc
dal fit globale
[de Salas et al, 2017]

Cosmologia BB0v Oscillazioni
Parametro p. a priori Parametro | p. a priori Parametro | p. a priori
W 0.019 — 0.025 an 0-2m sin% 0o 0.1-06
we 0.095 — 0.145 as 0-2n sin?f13 | 0.00 — 0.06
O 1.03 - 1.05 M, | 407-487 | sin’f3 | 0.25-0.75
T 0.01-0.4 MUy, | 2.74-3.45
ng 0.885 — 1.04
log(101°A;) |  2.5-3.7
Masse: vedi oItre!J




B Parametrizzare le masse dei neutrini  [5€ ¢t 2 JCAP 03 (2018) O11]

[Simpson et al, 2017] [Caldwell et al, 2017]

[usando my, mo, m3 (A)] {usando Miightest Am3,, |Am3,| (B)}

[intuizione dice: (B) & piu vicino a osservabili! Meglio di (A)?J

[P. a priori deve essere lineare o logaritmica in my (mlightest)?J

| dati possono dire chi & meglio, (A) o (B), lineare o log?



B Parametrizzare le masse dei neutrini  [5€ ¢t 2 JCAP 03 (2018) O11]

[Simpson et al, 2017] [Caldwell et al, 2017]

[usando my, mo, m3 (A)} (usando Miightest Am3,, |Am3,| (B)J

[intuizione dice: (B) & piu vicino a osservabili! Meglio di (A)?]

[P. a priori deve essere lineare o logaritmica in my (mhghtest)?}

| dati possono dire chi & meglio, (A) o (B), lineare o log?

Caso A Caso B
Parameter ‘ P. priori ‘ Intervallo || Parametro ‘ P. priori ‘ Intervallo
m/eV Iir:zzre 100—; : 1 || Mushiest/&V “r:z?e 100—; ! 1
my/eV |ir:z;re 1007;i 1 Am3,/eV? | lineare 5x1075-10"*
m3/eV “nke,zre 100—;E 1 |Am3;|/eV? | lineare | 1.5 x 1073 - 3.5 x 1073




0SC

B Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHoff 2 JCAP 03 (2018) 011]

c?egrate

weak .
inconclusive

stro
mo

=

.2

W

wH

20}

L
w
-

o o] o

(A) 10 lin (0-10)

(A) 1O lin
10 log (10~°-10)
10 log (10~*-1)

(A)

(A)

(A) 10 log (107%-1)
(A) 10 log

(B) 10 lin (0-10)
(B)101in

(B) 10 log (10~°-10)
(B) 10 log (10~*-1)
(B) 10 log (107%-1)
(B) 10 log

(A) NO lin (0-10)
(A)NO lin

(A) NO log (107°-10)
(A)NO log (10~*-1)
(A) NO log (1075-1)
(A) NO log

(B) NO lin (0-10)
(B)NO lin

(B) NO log (107°-10)
(B) NO log (107*-1)
(B) NO log (1075-1)
(B) NO log

- 3
zu-rizq = Clgu)



Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHofi = /AP 03 (2018) 011]

OsC
: -
201 smEJOdnegrate 7
weak . =
inconclusive
15} =
N
i - -
T - . .
& 10f ]
Il 3 — R = . 1
% b
e 15— g >
Q |——
c —_— - -
- T xTITTeZSSsTSIITTTZTEZSSSSS
zZ Z Z Z zZ Z Z Z Z Z Z Z2 5 0 6 O O 0 60 0 6 O a o
66 66 6656635355636 58 ;_3 g g 09 °© o g g g 09 °© o
§ 88 8&§55888§8§8§55¢¢ae¢ 2 a6 aa > 2
= =2 > 2 2 :
CICEN . . e S 3 s
* 1 | B: nessuna differenza con diverse p. a priori! |~ - = =
U g
(nessuna penalita per parametro non vincolato, Mijgntest!)
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Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHoFf @ J<AP 03 (2018) 011}

0sC
201 smtEJodnegrate
wea .
inconclusive
151
N
£
|
Z 10}
N
S R e
N
f" ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
e . ]
- Z2ZTTTTTTTZTT2TZTITEBTZETZTZZZZ
§ 6656688565888 8290000050505 ©00©005005
§ 888§ 555588g558&88 7> 3&8¢8¢é 733
= = E B % z
11 [B: nessuna differenza con diverse p. a priori!jg s =
DR &5
(nessuna penalita per parametro non vincolato, Mijgntest!)
[A: sempre fortemente sfavorito!]
(molto spazio parametri “sprecato”, no parametri non vincolati!)
Milano - 05/04/18 11/13

S. Gariazzo “Autostati di massa dei neutrini e il loro ordine: un approccio Bayesiano”



B Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHoff 2 JCAP 03 (2018) 011]

ALL

L M

L
M N O In =+ AT O

LA m— T T T T

[

OSC+CMB

3 -

M N O In s+ A O

OSC+p00v

L
W N OIWLTONT O

(B) 10 lin

(B) 10 log

(B)NO lin

(B) NO log

(B) 10 lin

(B) 10 log

(B)NO lin

(B) NO log

(B)101in

(B) 10 log

(B)NO lin

(B) NO log

Zu =" guy = mrﬁm uj

[compariamo lineare vs Iogaritmico}




M Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHoff 2 JAP 03 (2018) 011]

8 OSC+860v 3 OSC+CMB 3 ALL
7t =IqE 17t 5
N ol 1 170 i ]
= 5 4 3 I 1° .
I 4t s 4 4 4F g
s 3 4 3t e 4 3t 3
3 i i
= 2l 4 2f 1 1 2f 4 5
Iy s I i |
S - be ¥
g 0= ‘ ‘ P I s 5 . . P ) e ; . L
s T =T T T T =2 3T = T T Z 3
- z z 3 3 z z 3 3 z z 3 3
o] o] o o o] (o] o o o] 6] o o
g 5 & 3 g 5 & 3 g 5 & 3

compariamo lineare vs logaritmico

| —

log ¢
debolmente/moderatamente piu efficiente



B Paragoni fra parametrizzazioni e p. a pHoff 2 JCAP 03 (2018) 011]
0SC+30

OSC+CMB ALL

‘
-
.

‘
gl
L
HH
1

ot

O AN W Hh o O N ®
T
fof
|

O .V W e Ul W N W
T
1

O 4V W e Ul W N W
T
L

)

In Bl o =z, —InZ

Bol ON (a) [
ul ON (8)
6ol o1 (@) |

ul ol (a)

Bol ON () fHH
ul ON (9)
6ol o1 (a) |

uj ol (a)

6ol ON (8) fHH
ul ON (@)
6ol o1 (a) |
u o1 (a)

[compariamo lineare vs logaritmico

| —

log ¢
debolmente/moderatamente piu efficiente

[per riassumere: caso B, log e meglio!}




Paragoni fra NO e 10

[SG et al., JCAP 03 (2018) 011]

7 T T
strong :
61l moderate : T 3 3 i
weak . :
inconclusive ; ¥
5L | —/—— s RS U— —
4l : i
e :
<9 G IR AR
: ety b p— .
2l : ¥ :{ i
] —
3 |OsC+360v
0 0osC
S osc+CMB|[ALL]
_1 Il Il Il Il Il Il Il : Il Il Il Il Il Il Il Il [:']
53 T T ITTITIIT TS ITETTTIT
3 ' 1 ' ' 1 ' ' ' ) ' ' ' ' ' 1 ' ' '
Q = = = = -~ = = = ~ = = = = = = = = o
5 55388 8§ 5588885858538
@ < = = = ? = = =
Q = o o o = o o o
QL (=) | | | (=) | |
) ~ (=3 = ot ~ (=3 = o
[T S T
- < o - < o
S. Gariazzo “Autostati di massa dei neutrini e il loro ordine: un approccio Bayesiano”
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Paragoni fra NO e IO [SG et al., JCAP 03 (2018) 011]

7 T T
strong :
61l moderate : T 3 3 i
weak . :
inconclusive ; ¥
5t \ ——— =
4tk |
e
e )
Z 3r 1
9 3 i [ I t I
ER g =
1L = Ax2.. ~ 4.3 sposta le preferenze verso NO | __ _ | |
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2 (o di altre scelte soggettive)
che possono influenzare i risultati

i dati preferiscono moderatamente |'ordine
normale vs inverso per le masse dei neutrini
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‘Grazie per |'attenzione!
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