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Chapter 1

Interazione debole

1.1 Breve storia delle interazioni deboli

e Nel 1896 Becquerel scopre la radioattivita. I tipi di decadimento osservati si dividono
in:

Decadimenti « con emissione di particelle «, cioe nuclei di elio (interazione forte).

Decadimenti 3 con emissione di particelle /3, cioe elettroni (interazione debole).

Decadimenti v con emissione di particelle ~, cioe fotoni (interazione elettromagnet-
ica).

e Nel 1914 Chadwick scopre che gli elettroni vengono emessi nei decadimenti 3 con uno
spettro continuo di energia, con una violazione apparente della legge di conservazione
dell’energia.

e Nel 1931 Pauli formula I'ipotesi che una particella neutra con massa molto piu piccola
di quella dell’elettrone e spin 1/2 venga emessa nei decadimenti /3 insieme all’elettrone
per spiegarne lo spettro continuo di energia senza violare la legge di conservazione
dell’energia.

e Nel 1932 Chadwick scopre il neutrone.

e Nel 1934 Fermi chiama la particella di Pauli neutrino e formula la teoria dei decadi-
menti § in analogia con 'elettrodinamica quantistica (QED).

e Nel 1937 Anderson & Neddermeyer scoprono il muone, che ¢ una versione pesante
dell’elettrone.

e Nel 1947 Pontecorvo formula I'ipotesi di universalita delle interazioni deboli di elettroni
e muoni, che viene estesa nel 1948 da Puppi alle interazioni deboli di tutte le particelle.

e Nel 1956 Lee & Yang [Leeb6] formulano l'ipotesi che la parita (invarianza per inver-
sione spaziale) non sia conservata nelle interazioni deboli, per spiegare il cosiddetto
J-1 puzzle.

e Nel 1957 Wu et al. [Wub7| verificano sperimentalmente la non conservazione della
parita nei decadimenti 3 di nuclei polarizzati di %°Co.



e Nel 1958 Goldhaber et al. [Gol58] misurano elicita dei neutrini e stabiliscono che i
neutrini esistono solamente in stati con elicita negativa.

e Nel 1958 Feynman & Gell-Mann [Fey58| e Sudarshan & Marshak [Sud58] formulano la
teoria V—A delle interazioni deboli, nella quale la legge di conservazione della parita
e violata in modo massimale, come indicato dalle osservazioni sperimentali.

e Nel 1959 Reines & Cowan rivelano per la prima volta gli antineutrini emessi da un
reattore nucleare.

e Nel 1961 Glashow propone un modello di unificazione delle interazioni debole
ed elettromagnetica basato sulla simmetria di gauge SU(2), x U(1)y. Questo
modello prevede I'esistenza dei bosoni intermedi W= e Z° con masse dell’ordine di
100 GeV e l'esistenza di correnti deboli neutre.

e Nel 1962 Lederman, Steinberger & Schwartz, realizzando un esperimento ideato da
Pontecorvo, dimostrano che il neutrino dell’elettrone e quello del muone sono due
particelle diverse.

e Nel 1967 Weinberg e Salam rendono consistente la teoria di Glashow applicando il
meccanismo di Higgs alla rottura spontanea della simmetria SU(2), x U(1)y.

e Nel 1973 diversi esperimenti confermano 1’esistenza di correnti deboli neutre.
e Nel 1975 viene scoperto il tau, che e una versione pesante dell’elettrone e del muone.

e Nel 1983 l'esperimento UA1 al CERN guidato da Rubbia (e poco dopo anche
I'esperimento UA2) verifica I'esistenza dei bosoni intermedi W* e Z°.

1.2 Processi deboli

L’interazione debole e responsabile di:
e numerosi processi di decadimento; per esempio:

— il decadimento del muone e dell’antimuone (m, = 105.66 MeV, 7, = 2.2 x
107%s, m. = 0.51 MeV)

po— e+ U+, pt = et + v+, (1.1)

— il decadimento di pioni carichi in muoni e neutrini (m,+ = 139.57MeV,
Tpt = 2.6 X 10785)

=+, T =+ (1.2)

— il decadimento del neutrone (m,, = 959.57 MeV, 7, = 887+2s, m, = 958.27 MeV)

n—pt+e +i; (1.3)



— i decadimenti J nucleari

N(Z,N) > N(Z+1,N-1)+e +. (decadimento 57),  (1.4a)

n — p+ e~ + v, nel nucleo N/

N(Z,N)—-N(Z~-1,N+1)+et + 1. (decadimento 5%);  (1.4b)

p — n+ et + v, nel nucleo N; questo processo
¢ energeticamente impossibile per protoni liberi

— il decadimento del tau (m, = 1777.0 £ 0.3 MeV, 7, = 2.9 x 107135)

T —e +U.+u (17%) , (1.5a)
T = U+, (17%) , (1.5b)
T =T 4 (11%) , (1.5¢)
T =K 4, (7%) , (1.5d)
T =1+t (25%) ; (1.5e)
e altri processi fisici come:
— reazioni indotte da neutrini; ad esempio
vyte —p + ., (1.6)
— cattura pu~ da parte di nuclei
W +N(Z,N)—->N(Z—-1,N+1)+v,; (1.7)

©~ +p — n+ v, nel nucleo N

— la formazione di un deutone a partire da due protoni (questa reazione inizia
il ciclo di fusione principale all’interno del sole)

p+p—dtet +u,. (1.8)

Vediamo ora alcune proprieta fondamentali dei processi deboli.

1.2.1 Intensita dell’interazione debole

Le vite medie dei processi di decadimento debole sono assai piu lunghe di quelle relative
a decadimenti di tipo forte (7 ~ 107%s; per esempio, p — 27) o di tipo elettromagnetico
(1 ~ 107 %%s; per esempio, m° — 2v). Per esempio
(W —e 4y, +0)=22x10"s, (1.9)
T(nt — pt + ) =26 x107%s. (1.10)

Tenuto conto che la vita media ¢ inversamente proporzionale alla larghezza di decadimento
I' (t = h/T) e che questa ¢ data dal modulo quadro dell’ampiezza di decadimento,
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(Ve, €7) +1
o) 0 410
(vry, 77) 0 0 +1

Table 1.1: Assegnazione dei numeri leptonici. Le corrispondenti antiparticelle hanno
numeri leptonici opposti.

integrata sugli stati finali, se ne deduce che nei processi di bassa energia l'interazione
debole si manifesta con un’intensita assai piu tenue di quelle dell’interazione forte e
dell’interazione elettromagnetica. E quindi evidente che nei processi di bassa energia
Pinterazione debole ha un ruolo importante solo quando, per la natura delle
particelle che vi partecipano o a causa di particolari leggi di conservazione, le
interazioni forti ed elettromagnetiche non intervengono.

1.3 Conservazione dei numeri leptonici

In tutti i processi deboli sopra indicati i leptoni compaiono associati a due a due nei
doppietti di particelle (v, , e”), (v,, =), (vr, 77) e di antiparticelle (7., e*), (7, , p*),
(7, 7).

Questa proprieta di carattere generale, valida per tutti i processi fisici sinora osservati,
induce ad associare ai leptoni di ogni doppietto un numero leptonico e ad assumere
una corrispondente legge di conservazione additiva. Ai leptoni sinora osservati vengono
associati i numeri leptonici

L. (numero leptonico elettronico),
L, (numero leptonico muonico), (1.11)
L. (numero leptonico del tau),

secondo lo schema descritto nella Tabella 1.1. Si assumono leggi di conservazione sepa-
rate per L., L,, L., dalle quali discende banalmente anche la conservazione del numero
leptonico totale

L=Le+L,+L,. (1.12)

Un esempio significativo di evidenza sperimentale della proprieta L. # L, ¢ fornito
dal decadimento del i, che avviene mediante il processo debole (1.1) e non mediante il
processo elettromagnetico = — e~ + 7.

1.4 Violazione di leggi di conservazione

Alcune leggi di conservazione soddisfatte dall’interazione forte e da quella elettromagnet-
ica sono invece violate dall’interazione debole.



1.4.1 Parita

L’interazione debole non conserva la parita (invarianza per inversione spaziale), che &
invece conservata nelle interazioni forte ed elettromagnetica.

L’ipotesi che la parita non sia conservata nelle interazioni deboli fu formulata nel 1956
da Lee & Yang [Lee56] per spiegare il cosiddetto puzzle ¥-7. Gli esperimenti indicavano
che i due mesoni ¥ e 717 hanno la stessa massa e la stessa vita media ma decadono
debolmente in stati con parita diversa':

It — ot 4 7° (parita positiva), (1.13a)
™ottt 41 (paritd negativa). (1.13b)

Il puzzle ¥-7 consiste nel fatto che, se non fosse per la violazione della parita, sarebbe
naturale pensare che i due mesoni sono in realta la stessa particella. Per risolvere questo
problema Lee & Yang formularono l'ipotesi che la parita non sia conservata nelle inter-
azioni deboli, per cui i due mesoni ¥ e 7+ possono essere la stessa particella. Quindi
i processi (1.13) corrispondono a due canali di decadimento diversi dello stesso mesone,
che oggi viene chiamato K.

La non-conservazione della parita e stata verificata sperimentalmente in numerosi
processi di interazione debole, tra i quali il piu famoso e quello effettuato da Wu et al.
nel 1957 [Wu57| per verificare l'ipotesi di Lee & Yang. In questo esperimento venne
misurata ’asimmetria della distribuzione angolare dei prodotti del decadimento 5~

OCo — PNi* +e™ + i, (1.14)
spin &  spin 4

con nuclei polarizzati di °Co (gli spin nucleari vengono allineati mediante I’applicazione
di un campo magnetico esterno). Questo decadimento avviene preferenzialmente con la
configurazione descritta nella Figura 1.1, con I’emissione di un elettrone con valore medio
di elicita = —v,/c e di un antineutrino elettronico con elicita = +1.

La configurazione descritta nella Figura 1.1 non ¢ invariante per inversione spaziale.
Infatti, come descritto nella Figura 1.2, per inversione spaziale i vettori polari degli impulsi
cambiano segno, mentre i vettori assiali degli spin restano invariati. La configurazione
(B) della Fig.1.2, ottenuta dalla configurazione (A) per inversione spaziale, non viene
osservata sperimentalmente. Cio significa che il processo non e invariante per inversione
spaziale e quindi che la parita non & conservata.

Dalle osservazioni sperimentali di numerosi processi di decadimento (3 si e visto che

e nei decadimenti S~ vengono sempre emessi un elettrone con valore medio dell’elicita
= —v./c e un antineutrino elettronico con elicita = +1;

e nei decadimenti 51 vengono sempre emessi un positrone con valore medio dell’elicita
+v,/c e un neutrino elettronico con elicita = —1.

Queste proprieta implicano che nei decadimenti J la violazione della parita e
massima, cioe i processi ottenuti mediante una riflessione spaziale dei processi deboli os-
servati sono vietati. In altre parole, una parziale conservazione della parita implicherebbe

T pioni hanno parita intrinseca —1 e il momento angolare orbitale degli stati finali & nullo (nel sistema
del centro di massa).
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Figure 1.1: Configurazione preferenziale del decadimento (1.14).
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Figure 1.2: Inversione spaziale della configurazione preferenziale del decadimento (1.14).

I'esistenza di neutrini con elicita = +1 e antineutrini con elicita = —1, ma queste parti-
celle non sono mai state osservate.

1.4.2 Stranezza

La stranezza S € un numero quantico additivo che viene associato ad alcune particelle
adroniche (ad esempio, ai mesoni K=, K% K ...e ai barioni A, ¥* %0 == =0 .. .)
per tenere conto del fatto che tali particelle compaiono sempre a coppie nei processi forti
ed elettromagnetici a cui esse partecipano. L’assegnazione del valore della stranezza per
alcuni mesoni e barioni e descritto nella Tabella 1.2, dove in parentesi ¢ indicato per
ciascuna particella il contenuto in termini dei quarks u (up), d (down), s (strange), con
i numeri quantici additivi elencati nella Tabella 1.3.

La legge della conservazione della stranezza nelle interazioni forti comporta che me-
diante 'urto di due adroni non strani non sia possibile produrre una singola particella
strana; per esempio,

at+n b Kt +n, (1.15)

mentre un K pud essere prodotto congiuntamente ad un’altra particella strana (pro-
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KT (u5), K° (ds) S=+1
A° (uds) S=-1
Y (uus), X0 (uds), £~ (dds) S=-1
=Y (uss), =~ (dss) S=-2

Table 1.2: Stranezza di alcuni mesoni e barioni. Le corrispondenti antiparticelle hanno
stranezza opposta.

B Q S
u 1/3 2/3 0
13 ~1/3 o0
s 1/3 —1/3 -1

Table 1.3: Assegnazione dei numeri quantici additivi B (numero barionico), @) (carica
elettrica) e S (stranezza) ai quark u, d, s. I corrispondenti antiquarks hanno numeri
quantici opposti.

duzione associata), ad esempio

at4+n— KT+ A%, (1.16a)
™ 4+p— KT+ X%, (1.16D)

Altri processi forti con la partecipazione di particelle strane sono, ad esempio,

™ +p— A+ K, (1.17a)
K +p—A+7°, (1.17b)
K +p— AN +K"+K . (1.17¢)

In tutti questi processi la stranezza e conservata.
Al contrario dei processi forti ed elettromagnetici, i processi deboli possono avvenire
con violazione di stranezza. Questa proprieta consente, per esempio, i decadimenti

Kt —u"+u, (processo semi-leptonico) , (1.18a)

AN —p+a (processo adronico) , (1.18b)

nei quali la stranezza non conservata.






Chapter 2

Nozioni fondamentali di teoria
quantistica dei campi

2.1 Introduzione

Nella meccanica quantistica non-relativistica I’equazione di Schrodinger per la fun-
zione d’onda (7, t) di una particella libera

W _ W

vh = \Y% 2.1
ot 2m Y (2.1)
puo essere ottenuta dalla relazione classica non-relativistica tra energia E ed impulso p
]—9»2
EF=— (2.2)
2m

mediante sostituzione delle grandezze classiche E e p con i corrispondenti operatori dif-
ferenziali, ossia

A 0
E E =1ih— 2.3
T (2.32)
p— p=—ihV. (2.3b)
Associata all’equazione di Schrodinger vi € 'equazione di continuita
dp =
et LG = 2.4
5 TV i=0, (2.4)
dove p (densita di probabilita) e j (densita di corrente di probabilita) sono date da
p(t, @) = [P(t, D), (2.5)
— e W Zh * = = %
j(t.8) = —5— [v* (Vo) = (Vo) ¢] - (2:6)

L’equazione di continuita (2.4) ha un ruolo cruciale nell’interpretazione probabilistica
della meccanica quantistica. Dato un volume V' nello spazio, utilizzando il teorema di
Gauss, si ha

0 dp -
— — .7 = — T-n 2
5% VpdV /v@tdv /VV jdv /Sj nigdsS, (2.7)
9



dove S ¢ la superficie che racchiude il volume V' e 1ig € il versore normale alla superficie S.
Quindi la variazione di probabilita nel volume V ¢ uguale al flusso del vettore j attraverso
la superficie S. Per un volume infinito [ ¢J71isdS = 0; ne segue la conservazione globale
della probabilita, ossia

% pdV =0, (2.8)

dove l'integrale ¢ esteso a tutto lo spazio.

2.2 Equazione di Klein-Gordon

In analogia a quanto fatto nel caso non-relativistico, un’equazione quantistica relativistica
puo essere ottenuta dalla relazione classica relativistica tra energia e impulso

E? = p*c® + m2ct (2.9)

mediante la sostituzione (2.3).
D’ora in poi useremo unitad naturali (# = ¢ = 1) e notazioni covarianti'. Percio
'espressione (2.9) e le sostituzioni (2.3) assumono le seguenti forme compatte:

P'pu =m?, (2.10)
P —pt=i0". (2.11)
In queste espressioni p* indica il quadri-vettore energia-impulso p* = (E, p) e 0, = 0/0z*.

La sostituzione (2.11) trasforma la (2.10) nella relazione operatoriale —9*9, = m? che,
applicata ad una funzione d’onda ¢(x), implica 'equazione di Klein-Gordon

(O+m?) ¢=0, (2.12)

con 1 = 9#9),,. Data la proprieta di invarianza dell’operatore "9, +m? per trasformazioni
di Lorentz, ne segue che I’equazione di Klein-Gordon e appropriata per la funzione d’onda
di particelle scalari e pseudoscalari, cioe bosoni con spin nullo.

Sottraendo dall’equazione di Klein-Gordon (2.12), moltiplicata per ¢*, la sua comp-
lessa coniugata, moltiplicata per ¢, si ottiene I'equazione di continuita scritta in forma
covariante

o' =0, (2.13)
con la quadri-corrente
j*=i[o" (0"¢) — (09") 9] . (2.14)
Una corrente che obbedisce all’equazione di continuita ¢ detta corrente conservata.
Osserviamo che la componente temporale j° della quadri-corrente

el (8)- ()

non e una quantita definita positiva e non puo quindi essere interpretata come densita di
probabilita. Questo problema dell’equazione di Klein-Gordon si presenta solo nell’ambito

Vedi Appendici A e B.
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della meccanica quantistica (teoria ad una particella). La struttura (2.14) della quadri-
corrente ¢ invece perfettamente interpretabile nell’ambito della teoria dei campi (vedi, ad
esempio, [[tz80, Nac89, Ren90, Bil94]), dove j° ¢ interpretata come densita di carica e
quindi puo assumere valori negativi.

Nella teoria dei campi classica ¢ non viene interpretato come una funzione d’onda, ma
come un campo, mentre nella teoria dei campi quantistica ¢ viene interpretato come un
operatore di campo in un opportuno spazio di Hilbert che descrive gli stati del sistema.
Per lo studio della teoria dei campi ¢ utile introdurre il formalismo lagrangiano, che
permette, tra le altre cose, di ricavare I’equazione di Klein-Gordon per un campo scalare
(o pseudoscalare) mediante il seguente principio variazionale.

2.3 Principio variazionale ed equazioni di campo

Supponiamo di avere un insieme di campi p;(z), coni = 1,...,n (per esempio un insieme
di n campi scalari, oppure il campo elettromagnetico A*(z) con o = 0, 1,2,3) con una
densita lagrangiana®

L= L(pi, 0uip:) (2.16)

che sia uno scalare di Lorentz. Poiche £ ¢ uno scalare, la formulazione lagrangiana
della teoria dei campi e particolarmente adatta a descrivere la dinamica relativistica
con un formalismo esplicitamente covariante. Il formalismo hamiltoniano & meno adatto
perche 'hamiltoniana rappresenta 1’energia del campo e si trasforma come la componente
temporale del quadri-vettore energia-impulso.

Definiamo l'integrale d’azione

I(2) E/Qd%ﬁ(goi,@ugpi) (2.17)

su una regione spazio-temporale €} arbitraria. Secondo il principio variazionale,
I'integrale d’azione ha un valore stazionario, cioe

6. 1(Q2) =0, (2.18)

per variazioni infinitesime arbitrarie dei campi che si annullano sull’iper-superficie 0€2 che
delimita (2, ossia variazioni del tipo

pi(r) = ¢'i(x) = @i(z) + dvpi(), (2.19a)

con
Svpi(z)], = 0. (2.19b)

La variazione dell'integrale d’azione per la trasformazione (2.19) ¢ data da

oL oL
6, 1(92) = / d4x{ Ovpi + 77— 0v(0 %)}
0p; 0(0,¥; y
Q 2 ( u%p) W—’BH(&%)

oL oL oL
Y {—& 40 (7& ) _ 9 (7) 5, ] (220
/Q 9: 7 0\ Gl ) %\ B ) ¢ (2:20)

2La densita lagrangiana £(z) = L(pi(x), 0,pi(z)) & una funzione dello spazio e del tempo, mentre la
lagrangiana L(t) = [ d3z £(x) & solamente funzione del tempo.
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Utilizzando il teorema di Gauss, si ha

oL oL
d*z o <75v ) :/ dS, ———6,p; =0, 2.21
/Q ! a(au%) v o0 ua(au%‘) v ( )

perche d,p; = 0 sull'iper-superficie 9€2. Quindi, dal principio variazionale (2.18) ricavi-
amo

oL oL
OzévIQ:/d‘lx{ —87}&, 2.22
1) 0 i " 0(0upi) 4 (2.22)

Data larbitrarieta delle variazioni d,;, si ottengono le equazioni di campo (equazioni
di Euler-Lagrange)

oL oL
0 — =0 (it=1,...,n). (2.23)
g a(au Spi) dp;
Sottolineiamo che le proprieta di covarianza delle equazioni di campo (2.23) dipendono dal
requisito che la densita lagrangiana (2.16) sia un invariante di Lorentz. Questa condizione
determina la struttura esplicita della densita lagrangiana di ogni singolo campo.

2.4 Teorema di Noether e conservazione energia-
impulso
Il teorema di Noether stabilisce una connessione tra simmetrie per trasformazioni

continue e leggi di conservazione. Consideriamo una trasformazione infinitesima degli n
campi ¢;:

pi(x) = @i(x) = pi(x) + 0i(x) (2.24)

dove, contrariamente alla trasformazione (2.19) usata per ricavare le equazioni di campo,
la variazione dp;(z) non € vincolata ad annullarsi su una superficie. Questa trasformazione
costituisce una simmetria se le equazioni di campo restano invarianti. Cio succede se
'azione (2.17) ¢ invariante a meno di un termine di superficie. Infatti, il vincolo (2.19b)
implica che un termine addizionale di superficie non contribuisce alle equazioni del moto.
Quindi, la trasformazione (2.24) & una simmetria se la densita lagrangiana & invariante a
meno di una quadri-divergenza:

LoL=L+0,T" =  L=0,T" (2.25)

Dalla (2.20) ¢ evidente che, utilizzando le equazioni di campo (2.23), la variazione della
densita lagrangiana per la trasformazione (2.24) ¢ data da

5L =0, (8(27;) 5%) . (2.26)

Percio, se la trasformazione (2.24) & una simmetria si deve avere

oL ar
EYE e : <~ " S0 — TR =
8u (a(&u%) 5801) a,uj 6# (a(augpl) 6801 J ) 0. (2‘27)
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Questa e una equazione di continuita per la corrente

oL
e _7n
J G Sp; — T", (2.28)

che implica l'esistenza di una carica () conservata nel tempo data da

Q= /d?’:cjo(a;) = /d3x (% d; —jo) . (2.29)

2.4.1 Taslazioni spazio-temporali

Applicando il teorema di Noether al caso dell'invarianza per traslazioni
spazio-temporali

ot — 2t =t 4 e (2.30)

si ottiene la conservazione del quadri-vettore energia-impulso. Infatti, la vari-
azione dei campi p;(z) e della densita lagrangiana L£(x) ¢ data da

dpi(z) = €' Oupi(x), 0L(x) =€ 0,L(x). (2.31)
Percio
JH =e" L(x) (2.32)
e si ottiene or
0 <7 €’ 0,p; — €" E) =0. 2.33
! 9(Ouspi) ( )
Poiche il quadri-vettore e* ¢ arbitrario, si ottengono le quattro equazioni di continuita
0,T" =0 (r=0,1,2,3), (2.34)
dove e
T = 0" p; — g L 2.35
9(Oupi) ( )

¢ il tensore energia-impulso. Quindi, ci sono quattro correnti conservate, T"” con
v = 0,1,2,3, e quattro quantita costanti nel tempo che formano il quadri-vettore
energia-impulso:

oL
P’ = [ BT (x :/d3x( o — 0”5) . 2.36
/ (2) Sy (2.36)

La componente temporale di P¥ ¢ 'hamiltoniana del campo, mentre le componenti
spaziali formano il tri-vettore I'impulso del campo:

oL
Pk:/deTOk T :/d3a: o, k=1,2,3). 2.37b
() saa e ) (2.37b)
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2.4.2 Campi complessi

Se i campi ¢; sono complessi (non-hermitiani se quantizzati), ciascun campo ¢ formato da
due gradi di liberta, che possono essere rappresentate dalle sue parti reale e immaginaria
oppure da p; e @ (cpj se 1 campi sono quantizzati). In tal caso l'espressione (2.28) per la
corrente conservata deve essere modificata in

oL . oC

L ) A ¢ )
ARG M T R (239

Le equazioni che seguono la (2.28) devono essere modificate in modo simile, aggiungendo
il contributo relativo alla variazione di ¢;. In particolare,

Q= /d3 ( one) 590 + 0! a(g(fp?) —jo) : (2.39a)

— ma @i + 0"} 3(§£ ) —g" L. (2.39b)
H= /d% (a(gf%) i+ 0°p; a(gﬁ 9 —E) : (2.39¢)
Pk = /d% (a(gf%) o+ OF :a(gﬁ )) (k=1,2,3). (2.39d)

2.5 Simmetria di gauge globale e conservazione della
carica

Il teorema di Noether implica che la conservazione della carica ¢ una conseguenza
dell'invarianza della densita lagrangiana per trasformazioni di fase dei campi del tipo

ij(l‘) - Qplj(w) =" (,0]'(1’) (] =1,... 7n) ) (2'40)

dove ¥ ¢ un numero reale arbitrario. Sottolineiamo che per carica non si intende solamente
la carica elettrica, ma anche altre cariche conservate, come il numero barionico ed i
numeri leptonici.

Una trasformazione del tipo (2.40) ¢ chiamata trasformazione di gauge globale,
dove l'aggettivo “globale” indica che il parametro ¢ non dipende da x e la fase del
campo viene cambiata globalmente su tutto lo spazio-tempo. L’invarianza della densita
lagrangiana per trasformazioni di gauge globali viene chiamata simmetria di gauge
globale. L’esistenza di una invarianza di questo tipo non e una sorpresa se si riflette
sul fatto che nella meccanica quantistica le fasi relative delle funzioni d’onda hanno
un’importanza cruciale per determinare gli effetti di interferenza, ma la fase assoluta
di una funzione d’onda non e misurabile ed e completamente arbitraria.

Chiaramente una trasformazione di gauge globale e possibile solamente per campi
complessi (non-hermitiani). Poiche le variazioni di ¢;(z) e ¢} (x) per ¢ infinitesimo sono
date da

dp; =19, 0p; = —iv ¢} (j=1,...,n) (2.41)
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e 0,J" = 0, perche la densita lagrangiana ¢ invariante, si ottiene un’equazione di conti-
nuita per la corrente

oL oL
=1 (7 i — ¢; 7*> (2.42
90,01 @0 )
e la conservazione nel tempo della carica
oL oL
= [ &3z 4" :'/d3 — i — = | . 2.4
Q / zj(r) =i [ &’z <a(ao%) ©i — ¢ 8(80<p;‘)) (2.43)

La trasformazione di gauge globale (2.40) consiste in una variazione comune delle fasi
degli n campi @;(z). Una tale trasformazione appartiene al gruppo abeliano continuo
di simmetria U(1) delle trasformazioni di fase dipendenti da un parametro. Consideri-
amo ora un gruppo non-abeliano di trasformazioni continue G di ordine N (per esempio
SU(N)3), le cui trasformazioni dipendono da N parametri reali ¥,, con a = 1,..., N.
In generale queste trasformazioni mescolano gli n campi @;(z) e supponiamo che essi
formino una rappresentazione irriducibile del gruppo G. Scrivendo i campi ¢;(z) nella
forma matriciale

¥1
p=1 1, (2.44)
“n
le loro variazioni per ¥, infinitesimi (a = 1,..., N) sono date da
6p =104 La g, 5£T = —i??afT L. (2.45)
L,cona=1,..., N sono le matrici hermitiane nxn che costituiscono la rappresentazione

n-dimensionale dei generatori del gruppo e soddisfano alle relazioni di commutazione
[Lm Lb] =1 fabc L., (246)

dove i numeri reali fu. (a,b,c = 1,...,N) sono le costanti di struttura del gruppo.
Poiche i parametri arbitrari 1, sono indipendenti, si ottiene una corrente conservata per
ogni generatore del gruppo:

oL oL
= Loy — TLgi). 2.47
=i (55 b2t g (247

Le corrispondenti cariche conservate nel tempo sono

oL oL
Q. = /d?’xjg(a:) = i/d?’x (8(80@ Lop— ' L m) . (2.48)

3U(N) ¢ il gruppo di trasformazioni unitarie di ordine N ed & scomponibile nel prodotto diretto
U(N) = SU(N)xU(1) dove SU(N) ¢ il gruppo delle trasformazioni unitarie unimodulari.

4Ad esempio, il tripletto pionico 7+, 7%, 7~ forma una rappresentazione irriducibile del gruppo delle
trasformazioni di isospin SU(2);, le cui costanti di struttura sono date da fop. = €4pe- La rappresentazione
tri-dimensionale dei generatori del gruppo ¢ data da (Lg)x = —i€q k-
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2.6 Campo scalare reale

La densita lagrangiana di un campo scalare (o pseudoscalare) reale libero (cioe non in-
teragente con altri campi) e

1
£=3|@u0)0"9) - m* ¢? (2.49)
Tenendo conto che or or
=0'¢ e —=-m?0, 2.50
70.9) 59 (250
I'applicazione della formula (2.23) per I'equazione di campo, che nel caso del campo ¢ si
scrive o o7
o - = =0, 2.51
"5, 8 9 (250
conduce immediatamente all’equazione di Klein-Gordon
(O+m*) ¢=0. (2.52)

Poiche il campo ¢ ¢ reale, ¢ evidente che la corrente (2.14) ¢ identicamente nulla. Cio
corrisponde al fatto che per un campo reale non esiste una simmetria di gauge globale
del tipo (2.40), per cui non esiste una corrente e una carica conservata. Percio un campo
scalare reale ha carica nulla e descrive particelle neutre (ad esempio, il mesone 7° & un
bosone pseudoscalare neutro).

La soluzione generale dell’equazione di Klein-Gordon per un campo reale ¢(x) ¢ data
dallo sviluppo integrale di Fourier

d3p

¢() :/—(%)3/2 AE,

dove Ej ¢ I'energia dei modi di oscillazione data dalla formula relativistica

Es =\/P° +m2. (2.54)

I fattore (2E5)~1/2 & stato inserito nella (2.53) per opportunita di normalizzazione.
Scrivendo 'equazione di Klein-Gordon nella forma

{aﬁ e P+ al eim] : (2.53)
po=FEp

Pop =2
W—ng)%—m%zo, (2.55)

e chiaro che essa descrive un infinito continuo di oscillatori armonici, uno per ciascun

punto dello spazio, accoppiati dal termine §2¢> (il campo ¢ in ogni punto dello spazio
puo essere identificato con la coordinata ¢ di un oscillatore armonico la cui equazione
del moto ¢, trascurando il termine di accoppiamento, ¢ + m?q = 0). Quindi, ¢ possi-
bile quantizzare il campo ¢ in analogia con la quantizzazione dell’oscillatore armonico.
Essendo pero gli oscillatori armonici nei vari punti dello spazio accoppiati, non possono
essere quantizzati separatamente. Passando nello spazio degli impulsi, si trova che cias-
cun modo dell’espansione integrale di Fourier (2.53) rappresenta un oscillatore armonico
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indipendente e puo essere quantizzato seguendo il procedimento canonico. Per fare cio,
calcoliamo ’hamiltoniana, che rappresenta 1’energia del campo ed € conservata nel tempo.
Utilizzando la formula generale (2.37a) si ottiene:

1 -
H = / &’z [(009)” — £] = / d'z 5 (006) + (Vo) + me?] (2.56)
Utilizzando per il campo ¢ I'espansione (2.53), si ottiene
1 * *
H = 5 /d3p Ey (aj a5 + ag aj) . (2.57)

Questa & la somma di un continuo infinito di hamiltoniane Hy = 1 Ej(ajap + apay), cias-
cuna corrispondente ad un oscillatore armonico®. Quindi ciascun modo dello sviluppo
integrale di Fourier del campo puo essere quantizzato come un oscillatore armonico in-
dipendente. Gli a3 diventano degli operatori in uno spazio di Hilbert di stati che rappre-
sentano 1 diversi sistemi fisici formati da una o piu particelle e si ha a3 — a;:

d3p
o) = [
(271') / \/ 2E]-5
Percio, un campo reale scalare quantizzato e un operatore hermitiano in un opportuno

spazio di Hilbert che descrive gli stati del sistema. Gli operatori az e a; soddisfano le
relazioni di commutazione canoniche

{aﬁ e P 4 a; e . (2.58)
po=FEp

la, al)) = 6°(F - 1), (2.59a)
lag, ay] = [af, al,] = 0 (2.59b)

e vengono interpretati, rispettivamente, come operatori di distruzione e di creazione di
particelle secondo il ragionamento seguente. [’operatore hamiltoniano ¢ dato da

1

H = 3 /d3p E; (a; ap + ap a%) . (2.60)

Per trovare le autofunzioni e gli autovalori dell’hamiltoniana (2.60) consideriamo i com-
mutatori [H, az] e [H, a;]. Utilizzando le relazioni di commutazione (2.59) si trova

[H> aﬁ] = —Ljaz, (2.61&)
T — T
[H, a5] = B aj. (2.61Db)
5Ricordiamo che I'hamiltoniana di un oscillatore armonico,
2 2,2 2 2
_p omwtet P mwe
A=t =¥ <2mw T3 )

puo essere scritta come

1 mw .p
H=-w(a'a+aal), con a=4/—x+1 .
3¢ ) V2t Ve

Dalla regola di commutazione canonica [z,p] = i si ricava [a,al] = 1
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Consideriamo ora un autostato |E) con energia F dell’hamiltoniana, cio¢ tale che
H|E)=FE|E). (2.62)

Utilizzando le relazioni di commutazione (2.61), per gli stati az|E) e a;\E) si ottiene

H a3 E) = (E — Ep) a|E) | (2.63a)
Hal|E) = (E+ Ej) al|E) . (2.63b)
Quindi gli operatori ag e a}} rispettivamente distruggono e creano quanti (particelle) con
energia [;. Analogamente, utilizzando l'operatore impulso P dato dalla (2.37b), si puo

dimostrare che gli operatori az e a}} rispettivamente distruggono e creano quanti (parti-

celle) con impulso p. Quindi si ha:

ap <= operatore di distruzione di un quanto con quadri-impulso (E3,7), (2.64a)
T

ay <= operatore di creazione di un quanto con quadri-impulso (E3,p).  (2.64b)

Inoltre, 'operatore hamiltoniano ¢ definito positivo. Infatti per un generico stato |a) si
ha

1
(@lttla) = 5 [ @B ((ala} sle) + (alasalla))

— %/d3p Eﬁ%: <<a|a}3\ﬂ> (Blagla) + (aag| ) <6|a;\a>> 065

Quindi gli autovalori dell’hamiltoniana sono definiti positivi ed esiste uno autostato
dell’hamitoniana |0) con energia minima che corrisponde al vuoto. Qualunque sia il

valore di p, si deve avere
az|0) =0, (2.66)

altrimenti lo stato az|0) sarebbe un autostato dell’hamiltoniana con energia minore di
quella del vuoto. Notiamo perd che 'hamiltoniana (2.60) implica che Ienergia del vuoto
¢ infinita. Infatti, utilizzando le regole di commutazione (2.59) 'operatore hamiltoniano
(2.60) puo essere riscritto nella forma

H= /d3p Ey <a; as + % 53(0)) : (2.67)

Il secondo termine in questa espressione ¢ infinito e rappresenta ’energia del vuoto:
(0 H|0) = /d3pEﬁl(53(O). (2.68)
La presenza di questo termine nell’hamiltoniana non e una sorpresa, perche e dovuto
alla somma delle energie di punto zero di tutti gli infiniti modi del campo. Pero, fortu-

natamente, ’energia del vuoto non e osservabile, perche gli esperimenti possono misurare
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solamente differenze di energia dallo stato fondamentale, cioe dallo stato di vuoto. E pos-
sibile quindi ignorare il termine infinito nell’hamiltoniana ridefinendo la scala dell’energia
in modo che l'energia del vuoto sia nulla. A tal scopo si impone una prescrizione di
ordinamento normale degli operatori, secondo la quale nell’espressione quantistica di
tutti gli operatori corrispondenti a quantita fisiche (come l’energia, I'impulso, la carica,
etc.) gli operatori di creazione e distruzione devono essere riordinati in modo che tutti
gli operatori di distruzione compaiono sulla destra:

Lap a;ﬂj/: = a;ﬂj/ ag, (2.69)
:a;ﬂj ag: = a;ﬂj ag (invariato) . (2.70)

In tal modo, dalla (2.60) si ottiene 'operatore hamiltoniano ordinato normalmente
H: = /d3p E; a; ap (2.71)

e 'energia del vuoto e nulla:
(0] :H:10) =0. (2.72)

Tutti gli autostati dell’hamiltoniana, che costituiscono uno spazio di Hilbert detto
spazio di Fock, possono essere generati mediante l'applicazione degli operatori di
creazione a; sullo stato di vuoto. Ad esempio, lo stato formato da una particella con
impulso p e dato da

1) = ab J0) (2.73)
lo stato formato da ng particelle con impulso p ¢ dato da
1 s
Ing) = (a3)" 10) (2.74)
nﬁ!

e lo stato formato da ny particelle con impulso p e ny particelle con impulso 7 ¢ dato da

m5, gy} = ——— (al)" (al, )" [0) (2.75)

Vnplng! P

con coefficienti che tengono conto della normalizzazione degli stati ((0]0) = 1, (ng|ng) = 1,
etc.). In particolare, si vede che, in virtu dei commutatori (2.59b), gli stati sono completa-
mente simmetrici per lo scambio di due particelle e quindi la statistica e automaticamente
quella relativa ai bosoni (statistica di Bose-Einstein). Il presente formalismo si puo
quindi applicare, oltre che a particelle scalari (e pseudoscalari), anche alle altre particelle
di spin intero, come ad esempio i fotoni che sono i quanti del campo elettromagnetico.
Inoltre, con opportune modifiche, il formalismo puo essere esteso anche ai fermioni.

2.7 Campo scalare complesso

Un campo scalare (o pseudoscalare) complesso descrive bosoni carichi con spin nullo.
Infatti, se il campo & complesso la corrente (2.14) e la densita di carica (2.15) non si
annullano identicamente come succede per un campo scalare reale.
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La versione quantizzata di un campo scalare (o pseudoscalare) complesso & un opera-
tore di campo non hermitiano (¢! # ¢) nello spazio di Hilbert degli stati del sistema. La
sua densita lagrangiana e

L= (0,0"(0"0) —m* ' ¢. (2.76)
Dalla formula generale (2.23) per le equazioni di campo si ottiene 'equazione di Klein-

Gordon
(O+m*)¢=0. (2.77)

La densita lagrangiana (2.76) ¢ invariante per trasformazioni di gauge globali del tipo
(2.40), cioe per le trasformazioni di fase del campo ¢

$(x) = ¢'(x) = € ¢(x). (2.78)
Utilizzando la formula generale (2.42) si ricava la corrente conservata
=il @0) - (") ] (2.79)

che ¢ la versione quantistica della corrente (2.14).

Lo sviluppo integrale di Fourier del campo quantizzato ¢ e dato da un’espressione
analoga alla (2.58), in cui ogni modo & trattato come un oscillatore armonico quantizzato
indipendente:

d3p

¢(x):/(27r)3/2\/E

Poiche il campo non ¢ hermitiano, gli operatori aj e bz sono indipendenti. Essi soddisfino
le relazioni di commutazione canoniche

{aﬁ e T 4 b; eipw} . (2.80)

po=FEj3

lag, al)) = 6°(F - 1), (2.81a)
[bp, bL] = 6°(5 — 1) , (2.81b)

mentre tutti gli altri possibili commutatori sono nulli. Seguendo il ragionamento presen-
tato nella sezione 2.6, gli operatori ag, by e ai,, b;, vengono interpretati, rispettivamente,
come operatori di distruzione e di creazione di stati di particella. Poiche gli operatori
ag e by sono indipendenti, gli stati creati da a;, e bl, sono diversi e vengono chiamati,
rispettivamente, stati di particella e stati di antiparticella. L’operatore hamiltoniano H
e I'operatore di carica () sono dati da

H=i / d*z [(000")(909) + (V) (V) + m?elg] = / d*p By (alay + bsbl) . (2.82)
Q=i [ @ [0h(@n0) ~ (@v0e] = [ @b (afas — b)), (2.83)

Applicando la prescrizione di ordine normale per evitare un’energia e una carica infinite
del vuoto, si ottiene

H: = /d3p E; (a;aﬁ + b};bﬁ) : (2.84)
Q: = /dgp (a;aﬁ — b;bp’) . (2.85)
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Quindi si vede che gli stati di antiparticella del tipo |13) = b}}\O) hanno carica opposta

rispetto a quelli di particella, che sono del tipo |15) = a;\0>:

( 15) = +1, (2.864)
( 15) = —1. (2.86b)

i1t

13 :Q:
13 :Q:

3L

2.8 Campo spinoriale

Il campo 9 (z) di un fermione con spin 1/2 (ad esempio 'elettrone, il muone, il neutrino,
etc.) libero soddisfa all’equazione di Dirac

(i —m)y =0, (2.87)
dove
%
P=+"0u, U(z) = ¢§(I> (2.88)
Ya(z)

e~" con p=0,1,2, 3 sono quattro matrici 4 x 4 che soddisfano alle relazioni di anticom-
mutazione’

{1 =AY A =20 (2.89)
Queste condizioni implicano che le quattro matrici v* anticommutano tra di loro ed
inoltre che i loro quadrati sono dati da

(v9)* =1, (¥)=-1  (k=1,2,3). (2.90)

Inoltre, per ottenere una equazione di continuitd & necessario che la matrice +° sia her-
mitiana: ;
0 0
=T (2.91)

Dalle (2.91) e (2.89) si ottiene che le hermitiane delle matrici v* sono date da

=090, (2.92)
da cui discende in particolare che le v¥ sono anti-hermitiane:

T
AR = 4k (2.93)

6Queste relazioni di anticommutazione discendono dalla richiesta che '’equazione di Dirac sia com-
patibile I’equazione di Klein-Gordon, che esprime la relazione di dispersione relativistica tra energia e
impulso. Per ottenere ’equazione di Klein-Gordon moltiplichiamo a sinistra 1’equazione di Dirac (2.87)
iy"*0, + m. Si ottiene

. .y 1 v v
0 = ("0 +m) (" 0y —=m) = = |5 (V"9 +7"7") uy +m* | .

Affinche questa equazione coincida con I'equazione di Klein-Gordon (D + m2) 1) = 0, € necessario che le

matrici v soddisfino alle relazioni di anticommutazione (2.89). Da questa derivazione discende anche che
il coefficiente m nell’operatore di Dirac dev’essere identificato con la massa della particella.
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Definiamo anche una matrice 7° tale che”

V=i’ Y (2.94)

(si utilizzera anche la notazione s con l'intesa che v5 = 7°). Dalle proprieta delle matrici
v si ottiene che

{¥*, 7} =0 (2.95a)

(v")* =1 (2.95)

(75)T =5 (2.95¢)

Inoltre, si puo dimostrare che qualsiasi matrice 4 x 4 puo essere scritta come una com-

binazione lineare delle seguenti 16 matrici I'* (a = 1,2,...,16) ottenute da prodotti di
matrici y*:

r! 1 (2.96a)

r? - o (2.96b)

re -t ot = % el (prodotti di 2 matrici ) (2.96¢)

12 —TH  ykqp (prodotti di 3 matrici ) (2.96d)

rte & (prodotto di 4 matrici ) (2.96e)

La densita lagrangiana per il campo spinoriale v e

L=v(ig—m)i, (2.97)

dove & stato introdotto lo spinore aggiunto ) = 1", Dalla formula generale (2.23)
per le equazioni di campo si ottiene I'equazione di Dirac (2.87).

La densita lagrangiana di Dirac (2.97) ¢ chiaramente invariante per trasformazioni di
gauge globali del tipo (2.40), cioe

() = ¢(x) = e (). (2.98)
Percio esiste una corrente conservata che puo essere ottenuta dalla formula generale (2.42):
=9y, (2.99)

a cui corrisponde la carica conservata nel tempo

Q- / & 0(z) = / &zt (z) V(). (2.100)

Lo sviluppo integrale di Fourier per il campo spinoriale quantizzato ¢ ¢ dato da

d3p r r)(=2\ ,—ip-x TT r)(2\ ,ipT
‘”(”:/WZ{@%)U”@M el 0@ e (20
Dy

po=Ep

"Notare che la nostra definizione di v° differisce di un segno rispetto a quella di alcuni autori (ad
esempio [Itz80, Nac89, Ren90]).
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dove u™ () e v")(P) sono degli spinori che soddisfano le equazioni

(#—m)u () =0, (2.1022)
(#+m) o (p) =0, (2.102b)
e tali che
a"(B) u") (B) = 2m 6,0, (2.103a)
@) 0" (B) = —2m b, (2.103b)
u" () v () = 0. (2.103¢)

L’indice r puo assumere due valori, che corrispondono ai due stati di polarizzazione di un
campo con spin 1/2. Per un fermione con impulso p ¢ spesso conveniente considerare i
due stati di polarizzazione lungo la direzione individuata da p, che corrispondono ai due
possibili stati di ehClta della particella.

Gli operatori aﬁ e bﬁ soddisfano le relazioni di anticommutazione

{a(T) } = 53( _)/) 67’7” 3 (2104&)
vy ,bg," Y =@ —F) by, (2.104b)

mentre tutti gli altri possibili anticommutatori sono nulli. Seguendo i ragionamenti
presentati nelle sezioni 2.6 e 2.7, gli operatori ag) e ag) , vengono interpretati, rispet-

tivamente, come operatori di distruzione e di creazione di stati di particella, mentre gli
operatori bg) e bg) vengono interpretati, rispettivamente, come operatori di distruzione

e di creazione di stati di antiparticella. Infatti, dalle formule generali (2.37a) e (2.43) per
'operatore hamiltoniano H e l'operatore di carica @ si ottengono le espressioni®

H = /d?’a:ﬂ ( — iV + m) U(x) = /d3p Ej Z (ag)Tag) — bg)bg)T) , (2.105)
. T T T T T T
Q=i | Bxyl(x)y(x) = /d3p Z (aé) a;) + byg )b;) ). (2.106)

E chiaro che le proprieta di anticommutazione degli operatori fermionici sono cruciali per
cancellare il segno negativo nell’espressione (2.105) ed ottenere un’hamiltoniana definita
positiva:

H = /d3pE~ (r) +b Tb’")+2/cl3pE13(5(()). (2.107)

Quindi la prescrizione di ordine normale adottata nel caso di campi bosonici per sottrarre
I’energia infinita del vuoto deve essere modificata per tenere conto delle proprieta di
anticommutazione degli operatori fermionici:

'ag)a(f,ﬁ: = —a(f,)fag) , :bg)b(f,ﬁ: = —bq,)TbET) ,
P oo P veor (2.108)
LT T () NP0 LI CO LM (o) ‘
.a/ﬁ b};, — _bﬁ/ aﬁ 9 .b~ a];/ . — —CLI;/ bﬁ 9
8Ricordiamo che 9
k: = —
Vi=0, = 5k
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mentre per tutte le altre coppie possibili la prescrizione di ordine normale lascia la coppia
inalterata. L’operatore hamiltoniano e quello di carica ordinati normalmente sono dati

da

’I"T T ’I"T T
H: :/dSpEZ(a;) ay’ +'007) (2.109)

/d?’pz a@ ay) — ”)Tbg")). (2.110)

Percio sia gli stati di particella ‘11(; ) = aq \O> che quelli di antiparticella |11(6 )> _ bf{ﬁ\@
hanno energia positiva:
(1) H: 1)) = B, (2.111a)
(I|:H: (1)) = Ej. (2.111b)

Gragzie alle proprieta di anticommutazione degli operatori fermionici gli stati di particella
e di antiparticella hanno carica opposta:

(1
(1

Inoltre, utilizzando le regole di anticommutazione degli operatori di creazione ¢ immediato
verificare che gli stati con piu di un fermione sono completamente antisimmetrici per
scambio di due fermioni, come e richiesto dalla statistica di Fermi-Dirac. Ad esempio,
per lo stato con due fermioni con diversi impulsi e polarizzazioni si ha

) =+1, (2.112a)
My = (2.112D)

157,187) = o\'a M0y = —aE, Y0y = —140,1). (2.113)

Ne segue immediatamente che lo stato con due fermioni con stesso impulso e polariz-
zazione e identicamente nullo, in accordo con il principio di Pauli.

Una quantita importante per il calcolo delle ampiezze dei processi di interazione e il
propagatore di Feynman

G(z — ) = (0|T[$ ()i (2)]]0) , (2.114)
con il prodotto cronologico di Wick T[A(z)B(x')] dato da

T[A(x)B(g;/)]:{ igg)ﬁfé ) iz;ig (2.115)

con il segno + per operatori bosonici ed il segno — per operatori fermionici. Utilizzando
'espansione integrale (2.101) per il campo 1 si ottiene

/d4p Z(]ﬁ + m) efip-(:cfx’) ] (2116)

p2—m2+ie

G(x—av):ll_r% L

Quindi l'espressione per il propagatore G(p) mello spazio degli impulsi data da

G(p) = LO]% (2.117)
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2.9 Campo Elettromagnetico

Il campo elettrico Eeil campo magnetico B possono essere espressi mediante il quadri-
potenziale A* nel modo seguente

E=——"—VA°, (2.118a)
B=VxA. (2.118b)

Poiche i campi elettrico e magnetico considerati individualmente non si trasformano in
modo covariante per trasformazioni di Lorentz, una teoria relativistica del campo elet-
tromagnetico deve essere formulata in termini del campo quadri-vettoriale A*. T campi
elettrico e magnetico formano le componenti del tensore (antisimmetrico) del campo el-
ettromagnetico

=09t AY — 0" A" . (2.119)

Infatti, si ha
0 —-B' —E* —E3
E* 0 -B®* B?

wo_
Fr = 2 p 0 _pB (2.120)
E? —-B? B! 0
Le equazioni di Maxwell si possono scrivere in forma quadri-vettoriale:
V-E= ep,
L. E . == 0. F" =ej”, 2.121a
vxB-E_7 ' ( )
ot
V-B=0,
. - 0B & PP HIFP+IFH =0, (2.121b)
V x K + E = 0,

dove j¥ e il quadri-vettore densita di corrente ed e e la carica elettrica elementare. Nella
scrittura di queste equazioni abbiamo fatto uso delle unita (razionalizzate) di Heavyside-
Lorentz; in queste unita la costante di struttura fine @ = 1/137 & legata alla carica
elettrica elementare e dalla relazione

e e?

O= e = in unita naturali. (2.122)

Notiamo due importanti proprieta:

1. La natura antisimmetrica di F'* implica che la quadri-corrente j” ¢ conservata: infatti,
dalla (2.121a) si ottiene

1
0.3" = ~0,0,F" = 0. (2.123)

2. In virtu della definizione (2.119), F'* = 0" A¥ — 9" A*, I'equazione (2.121b) ¢ identi-
camente soddisfatta.
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Le equazioni di Maxwell possono essere derivate dalla densita lagrangiana

1
EZ_Z F“VFW—ej”AM. (2124)

Espressa mediante il quadri-potenziale A*, ’equazione di Maxwell (2.121a) diventa
OA” — 0% (9,A") = q " . (2.125)

Il quadri-potenziale A* non e unicamente definito a partire dai campi elettrico E
e magnetico B (ossia da F"); esso ¢ definito solo a meno del quadri-gradiente di una
funzione arbitraria. Infatti, F'* resta invariante per la trasformazione

A (z) = Au(x) + 0up(2) . (2.126)

Questa trasformazione ¢ chiamata trasformazione di gauge locale su A,(z). Vi e
quindi la possibilita di ridefinire A,(z) tramite la (2.126) in modo che il nuovo quadri-
potenziale A;(x) soddisfi ad opportune condizioni semplificative per i problemi in esame.
La ridefinizione di A,(x) costituisce la scelta di un particolare gauge. Uno dei gauge
pit interessanti ¢ il gauge di Lorentz, nel quale il quadri-potenziale A, (x) soddisfa alla
condizione

9, A" = 0. (2.127)

In questo caso 'equazione di Maxwell (2.125) si riduce a
DA = e j©. (2.128)

Esiste sempre la possibilita di ridefinire il campo A,, mediante una opportuna trasfor-
mazione di gauge, in modo che il suo trasformato A}, (z) = A,(r) + J,p(z) soddisfi alla
condizione di Lorentz 0,A"™(z) = 0. Infatti, basta scegliere una funzione ¢(z) tale che
Op(x) = —0,A*(x). 1l campo A’ (z) non ¢ ancora univocamente definito: lo ¢ solo a
meno di trasformazioni di gauge tali che Op(x) = 0.

Il campo elettromagnetico libero nella gauge di Lorentz soddisfa all’equazione di
d’Alembert

A" =0 (2.129)

e puo essere quantizzato seguendo il procedimento descritto nelle sezioni precedenti, con
alcune complicazioni aggiuntive dovute al fatto che il campo A*(z) ha quattro compo-
nenti, mentre i fotoni, che sono i quanti del campo elettromagnetico, hanno solamente
due stati di polarizzazione trasversali (come le onde elettromagnetiche classiche, che sono
formate da una sovrapposizione di fotoni). Il campo elettromagnetico quantizzato A*(x)
¢ un operatore hermitiano nello spazio di Fock dei fotoni. Il suo sviluppo integrale di
Fourier ¢ dato da

d3k N L bk
_ § o) _(a) —ik-x (@)1 _(a) ik-x
Alo) = / (27)3/2\ /2wy, = {&E e (B e b e (R)e  (2130)

kosz
dove wy e l'energia (frequenza) dei modi di oscillazione del campo data da

w; = |k, (2.131)
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da cui si vede che i fotoni hanno massa nulla. I quadri-vettori di polarizzazione sffy)(l_c’)
con a = 0,...,3 formano un set di quattro quadri-vettori linearmente indipendenti e
soddisfano le relazioni

e@ (k) - eD (k) = ¢*7 (2.132a)
3

Zg(a)(;;) e,(f‘)*(l?) 9°% = g (2.132b)

a=0

Per lo studio delle ampiezze dei processi di interazione e necessario conoscere il prop-
agatore del fotone, che e dato da

N — / . 1 4y, —ik-(x—z' _ig v
Gu(x —a") = (0|T[Au(z) A, (2)]]|0) = 151(1) o) /d ke~ )W’;G. (2.133)

Quindi il propagatore del fotone nello spazio degli impulsi ¢ dato da

(2.134)

2.10 Elettrodinamica quantistica

Classicamente, per passare dalla trattazione di una particella libera a quella di una par-
ticella con carica elettrica e in interazione con un campo elettromagnetico si applica la
cosiddetta prescrizione di accoppiamento minimo, ossia

(&
Pu = Pu =~ Ay (2.135)

La regola quantistica corrispondente € (in unita naturali)
Oy — Oy +ieA,. (2.136)
e 'equazione di Dirac in presenza di un campo elettromagnetico esterno diventa
(it —eAd—m)i(z)=0. (2.137)

Abbiamo visto che I'equazione di Dirac libera (2.87) ¢ invariante per una trasfor-
mazione di gauge globale (2.98). Consideriamo ora una trasformazione di gauge

locale del tipo

(@) — ¢ (x) = " (x). (2.138)
Notiamo che, poiche la teoria dei campi e basata sul principio di localita, una trasfor-
mazione di gauge locale e pitl naturale di una trasformazione di gauge globale. Percio
ci si aspetta che la teoria sia invariante per la trasformazione di gauge locale (2.138).
Pero, si vede immediatamente che ’equazione di Dirac libera (2.87) non ¢ invariante per
la trasformazione di gauge locale (2.138), perche

O (x) — 0, (™ p(x)) = i@ () 9,0(x) + ™ 9, (x), (2.139)
e 'equazione di Dirac libera diventa
(i — m)Y'(x) = (i@ — m) Y(z) — y*(x) 0,0(x) = =" () 0,9(x) #0.  (2.140)
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Invece, 'equazione (2.137), con il termine di accoppiamento —e A1), & invariante per
trasformazioni di gauge locali se il quadri-potenziale A, si trasforma come nella (2.126),

con p(x) = —v(z)/e:
Ay — A= Ay =~ 0,0(). (2.141)

In tal caso, la trasformazione di gauge su ¢ (z) e quella su A,(x) si compensano in modo
da garantire l'invarianza dell’equazione di Dirac (2.137).

Notare che questa proprieta dipende in modo cruciale dalla prescrizione di accoppia-
mento minimo, che, come si ¢ visto, consiste nel sostituire la derivata 0, con la cosiddetta
derivata covariante D,

D, = 0, +i€A, (2.142)

per cui ’equazione di Dirac si scrive

(1) —m)(x) =0, (2.143)
e la corrispondente densita lagrangiana ¢ data da
L=10GDP—m). (2.144)
Per trasformazioni di gauge
Y(x) — ¢'(2) = " p(a), (2.145a)
Au(x) — Al(z) = A, () - %8“19(@ , (2.145b)

la derivata covariante di ¢(z) si trasforma come (),
Dybl) — DL/ (x) = €79 Dyai(x) (2.146)

per cui la densita lagrangiana (2.144) resta invariante.

La proprieta di invarianza di gauge gioca un ruolo importante non solo nell’ambito
dell’elettrodinamica quantistica (QED), ma (in versione generalizzata) nelle moderne
teorie dell’interazione elettrodebole e della cromodinamica quantistica. Infatti, abbiamo
visto che la richiesta di invarianza della densita lagrangiana di un campo fermionico
libero per trasformazioni di gauge locali appartenenti al gruppo U(1) implica 'esistenza
di un campo vettoriale che viene naturalmente identificato con il campo elettromagne-
tico. Come vedremo in seguito, un’analoga richiesta di invarianza della teoria per trasfor-
mazioni di gauge appartenenti al gruppo SU(2); implica l'esistenza di un tripletto di
campi vettoriali che corrispondono ai bosoni intermedi che mediano le interazioni de-
boli. Inoltre, la proprieta di invarianza di gauge ¢ cruciale per la consistenza delle teorie
quantistiche, perche essa permette di dimostrare la rinormalizzabilita della teoria, cioe
I’assenza di quantita infinite nelle previsioni della teoria per le osservabili fisiche.

Per ottenere la densita lagrangiana completa che descrive un fermione carico, il campo
elettromagnetico e la loro interazione bisogna aggiungere alla (2.144) il termine cinetico
—i F,, F* del campo elettromagnetico:

L= D —m)p — i FuF,. . (2.147)
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Questa densita lagrangiana e invariante per le trasformazioni di gauge (2.145). E invece
evidente che un termine di massa per il fotone

1
—§m3 Ar A, (2.148)

non ¢ invariante di gauge. Percio il fatto che il fotone ¢ una particella priva di massa e
strettamente collegato alla simmetria di gauge della teoria.
La densita lagrangiana di interazione ottenuta dalla derivata covariante

L;=—ep A (2.149)

descrive l'interazione di un fermione con carica elettrica e con il campo elettromagnetico
ed e rappresentata con il diagramma di Feynman

f f

(2.150)

g

Poiche le soluzioni esatte delle teorie quantistiche di campi interagenti non sono
conosciute, e stato sviluppato un metodo perturbativo nel quale le ampiezze di prob-
abilita dei processi di transizione sono espresse come una serie di potenze della costante
di accoppiamento (e = V4mra nella QED) e la serie viene troncata all’ordine di precisione
desiderato. E evidente che il calcolo perturbativo delle ampiezze di transizione porta ad
un risultato che corrisponde alla realta fisica solamente se la costante di accoppiamento e
molto minore di uno. Questo e il caso dell’elettrodinamica quantistica dove le ampiezze
sono espresse come una serie di potenze del parametro adimensionale o ~ 1/137.

Nella teoria perturbativa I’ampiezza di probabilita M ¢; per la transizione da uno stato
i) ad uno stato |f) e data dall’elemento di matrice

My = (f]T {exp (i/d% ;cf(x);)} )

_ i%/d4x1---/d4an[:£1(x1): L) ]

n=0

(2.151)

Nel caso dell’elettrodinamica quantistica si ha
M._w(_ie)n R E T B L T[ - . o (-0 .
= T T (PAY:), - (P AY:), | (2152)

Le ampiezze di transizione Ay;, nelle quali sono omessi i fattori di normalizzazione nelle
espansioni integrali di Fourier dei campi, possono essere calcolate all’ordine perturbativo
desiderato seguendo le regole di Feynman. Le regole di Feynman per I'elettrodinamica
quantistica sono:

1. Si disegnano tutti i possibili diagrammi topologicamente distinti che contribuiscono al
processo in esame all’ordine perturbativo desiderato dello sviluppo in serie di potenze
della costante di accoppiamento e.
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2. Ad ogni linea esterna si associa una delle seguenti quantita:

fermione entrante

fermione uscente

antifermione entrante

antifermione uscente

fotone entrante

fotone uscente

f(@,7)

— > o u™(p), (2.153a)
f(@,7)

~———— u™(p) , (2.153b)
f@,r)

—o W (B), (2.153c)

f@,7)

-~ v™(p), (2.153d)
v(k, @) .

AANANNG (), (2.153e)
V(k, @) ..

ONMNANN @7 (k). (2.153f)

3. Si associa ad ogni linea interna il propagatore nello spazio degli impulsi del campo

corrispondente:

linea fermionica

p
—_—
k
AN

linea fotonica

4. Ad ogni vertice si associa la quantita

Di Py

vertice
D,
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GY(p ll_I)I(l) P ric (2.154a)
O () — Jig — I
G (k) = lim 25— (2.154b)
—iev, (2m)'0" (pi—pr —p).  (2.155)



5. Si integra sul quadri-impulso p di ciascuna linea interna con la misura

d*p
(2m)*

(2.156)

6. Un fattore (—1) deve essere aggiunto per ogni loop fermionico chiuso.

7. Ai diagrammi che differiscono tra di loro solamente per una permutazione delle linee
fermioniche esterne si assegna un fattore relativo dato dal segno della permutazione.

La sezione d’urto differenziale per un processo di interazione di due particelle 1 e 2
con la produzione di uno stato finale con ny particelle ¢ data da

— (2m)%6t P, —-P i 2 Y d3
do =Y (2m)*0%( : r) LAfQ\ I 31)2kE , (2.157)
spin 4\/(171'172) — mym; k=1 ( 7T) Pr

dove P; e Ps sono, rispettivamente, i quadri-impulsi totali dello stato iniziale e finale e il

segno Z indica una media sugli spin non osservati delle particelle iniziali ed una somma
spin
sugli spin non osservati delle particelle finali.
La largezza di decadimento di una particella con massa M in n; particelle ¢ data da

< 20)%4p — Pp) AP 1% P
dI' = 2.1
; 2M kl;[l (2m)32E;, (2:158)

dove p; ¢ il quadri-impulso della particella iniziale e Py ¢ il quadri-impulso totale dello
stato finale.
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Chapter 3

Campi spinoriali chirali

3.1 Introduzione

La matrice v° ¢ detta operatore di chiralith. Poiche I'operatore 4% & hermitiano esso
¢ diagonalizzabile; dalla proprietd (7°)? = 1 segue che gli autovalori di 75 sono +1.
Indichiamo con 7, e i le autofunzioni di 4° con autovalori +1 e —1, rispettivamente;
ossia,

VL = + 41, (3.1a)
"}/SwR: —wR. (31]3)

I campi a chiralita definita 1 e ©¥gr sono chiamati, rispettivamente, left-handed o
sinistrorso e right-handed o destrorso.

A partire da uno spinore generico v ¢ possibile generare le due autofunzioni di 7° nel
modo seguente:

_1+9

¢L — 92 ¢ ) (32&)
1— 5
VR = 27 v, (3.2b)
e uno spinore qualsiasi @ puo essere scomposto nella somma
V=1L +Yr. (3.3)
Conviene definire due operatori di proiezione di chiralita:
1 5
P = —27 : (3.4a)
1— 5
Pr = 27 , (3.4b)
che soddisfano alle proprieta
PL+PR:]17 (35&)
(Pp)* = Py, (3.5b)
(PR)2 = PR, (35(3)
P Pr=PrP,=0. (3.5d)

33



Consideriamo la densita lagrangiana del campo :

L=v(i@—m)i. (3.6)

Utilizzando la scomposizione (3.3) si ha

L= (dr+9r) (19 —m) (W +Vr). (3.7)

Poiche
Pl =Py, (3.8a)
P}, = Py, (3.8D)
Py’ =1"Pg, (3.8¢)

si ha

U = (Pp) = (Po)'y® = ¢ Pry® = 'y Pp = ¥ Pg (3.92)
Yr =Py . (3.9b)

Quindi, quattro termini della densita lagrangiana (3.7) sono identicamente nulli:

Vripr = Y PriPrip = i PLPryp =0, (3.10a)
VRir, =0, (3.10b)
Yrmapr, = myp PrPrap =0, (3.10c)
Yrmir =0 . (3.10d)
Percio, la densita lagrangiana per i campi chirali ¢, e ¥ € data da
L=19pidv+YriPvr —m(prr+ VriL) . (3.11)

Si vede quindi che il termine di massa accoppia i campi 97, e ¥g. Infatti, dalla densita
lagrangiana (3.11) si ottengono le equazioni di campo

i@y =mir, (3.12a)

Queste sono le due equazioni di campo per ¥y, e g si disaccoppiano solo se m = 0. In
questo caso si ottengono le equazioni di Weyl

i@, =0, (3.13a)
idYr=0. (3.13b)

Poiche per m = 0 i campi ¢, e g sono disaccoppiati, € possibile che per la descrizione
di fermioni con massa nulla (neutrini) sia sufficiente solo uno dei due campi spinoriali
chirali, ¢, 0 ¥g (teoria a due componenti del neutrino [Lan57, Lee57, Sal57]).
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3.2 Proprieta di elicita per m =0

Per studiare le proprieta di elicita delle particelle corrispondenti a campi spinoriali a
massa nulla, e conveniente considerare la funzione d’onda di una particella con impulso

:
1

—1ip-T
(2W>3/2\/E u(p)e ‘p°=E5=IT9\ ’
Utilizzando 'equazione di campo (2.87) oppure l'equazione (2.102a) che definisce u(p),

e immediato verificare che questa funzione d’onda soddisfa ’equazione di Dirac, che per
m = 0 puo essere scritta come

P(x,p) = (O (2)[1p) = (3.14)

(moaﬁw-ﬁ) bz, p) = 0. (3.15)
Moltiplicandola a sinistra per 54" si ha
—i7°7° 7 - V(x,p) = i7° 71 B v (x,p)
ossia, utilizzando la definizione ¥ = —~%575,
iX -V, p) =~ i 0y v(x, p). (3.16)

Utilizzando Pespressione (3.14) per ¢(x, p), si ottiene

> B
——— ¢(z,p) = 7 ¥(x,p). 3.17
7 (z, p) (z,p) (3.17)
~ operatore
operatore di
di chiralita
elicita

Quindi le autofunzioni dell’operatore di chiralita sono anche autofunzioni dell’operatore
elicita

ML
il

h (3.18)

7|
con autovalori di segno opposto.

Consideriamo ora un campo spinoriale chirale ¢);, con massa nulla. Dalla proprieta
(3.1a) ¢ evidente che per le corrispondenti funzioni d’onda di particella

1 )
¢L($,p> - <0|¢L(x)|].p‘> = W\/E UL(])) e*lpw}pO:Eﬁ (319)
si ha
v ¥r(z,p) = Yi(@,p). (3.20)
In questo caso, la (3.17) diventa
S p
W Yr(x,p) = —r(z,p), (3.21)
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cioe la particella ha elicita —1. Come abbiamo visto nella sezione 1.4.1 questa proprieta
€ proprio cio che serve per descrivere i neutrini. Questo fatto spinse nel 1957 Landau
[Lan57], Lee & Yang [Lee57] e Salam [Sal57] a formulare I'ipotesi che i neutrini siano
descritti da campi left-handed 1, (teoria a due componenti del neutrino). Questa ipotesi
fu estesa nel 1958 da Feynman & Gell-Mann [Fey58| e Sudarshan & Marshak [Sud58], i
quali formularono la supposizione che tutti i campi fermionici partecipano alle interazioni
deboli solamente attraverso la loro componente left-handed.

Esaminiamo ora quali sono le proprieta di elicita di una antiparticella con impulso p
corrispondente al campo spinoriale chirale con massa nulla ¢. La sua funzione d’onda e

c c T 1 c —ip-T
UL (2, p) = (O[¢r(2)[15) = WULQ)) e’ }po:EI,, (3.22)
P
con o
¢ =Cir e v =Cup. (3.23)
¥¢ & il campo coniugato di carica' e C ¢ la matrice di coniugazione di carica tale che
C’VTC t= Y s (324&)
ct=c, (3.24b)
cl'=-C. (3.24c)
Inoltre, dalla (3.24a) e dalla definizione v5 = —i7y97y17273 si ricava la proprieta
Cy CH=15. (3.25)

Percio, tenendo conto che 'yg =75, si ha

y5u = 45C0L = CyEvr = Cls]” = Clbhrons)” = —Cluolysv0)”
= — Cl(ysvr)o]” = —Clwino)” = —Cor = —v5 .

Quindi, & chiaro che

(3.26)

i —
‘mp ¢ (,p) = V(2 p), (3.27)

per cui le antiparticelle del campo 17, hanno elicita +1. Come abbiamo visto nella sezione
1.4.1 questa proprieta e verificata sperimentalmente per gli antineutrini.

Riassumendo, abbiamo dimostrato che v, genera stati di particella con elicita —1 e
stati di antiparticella con elicita +1 (vedi la Fig.3.1a). Analogamente, si puo dimostrare
che i genera stati di particella con elicita +1 e stati di antiparticella con elicita —1
(vedi la Fig.3.1Db).

'L’operazione di coniugazione di carica su un campo fermionico v scambia particelle con antiparticelle,
come si puo vedere dal fatto che la corrente coniugata di carica j;, ¢ uguale a —j,: tenendo conto che

¢ = —pTC~1 si ha
],, wc%lwf = T c! 'Yucw = wT%, _E'Y,u,w =—Ju-
—~T

Notiamo che un segno meno e stato generato dalla trasposizione dei campi fermionici anticommutanti e
che abbiamo assunto implicitamente che la corrente ¢ ordinata normalmente.
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Stati di elicita di ¢, Stati di elicita di ¥R

<= <=
—_— —_— —_— —_—
p p p p
particelle (a)  antiparticelle particelle (b) antiparticelle

Figure 3.1: Stati di elicita di 91, e 5.

3.3 Inversione spaziale
La trasformazione del campo spinoriale ¢)(x) per 'operazione di inversione spaziale x =
(t,7) & o' = (t, —F) ¢ data da?

P

Y(@) =Y (2') =1 (@), (3.28)

dove ¢ stato omesso un possibile fattore di fase np.

Consideriamo ora le componenti left-handed (¢ (z) = Pri(x)) e right-handed
(Yr(z) = Pro(x)) del campo spinoriale ¥ (z). Le loro trasformazioni per inversione
spaziale sono date da

Ui (@) = Pr(z) B gl (') = P! (o) = Prrd(z) = 1°Prib(z) = 1%r(z) ,  (3.29a)
Yr(w) = Prip(z) 2> (') = Pry'(a') = %1 (x) . (3.20b)

Quindi le componenti chirali 1y, (x) e g(z) non sono indipendenti per inversione spaziale,
ma si trasformano 1'una nell’altra (a meno di un fattore 7°):

o) S0 Pa(a) (3.30)

Questa proprieta di trasformazione puo essere immediatamente verificata mediante le
configurazioni illustrate in Fig.3.1, tenendo conto che I'impulso ¢ un vettore polare e lo
spin un vettore assiale.

Ne segue che un’interazione alla quale partecipano solamente le componenti chirali left-
handed dei campi fermionici viola massimamente la conservazione della parita. Infatti,
per trasformazione di parita le componenti chirali left-handed si trasformano in right-
handed, che non partecipano all’interazione oppure, per i neutrini, non esistono. Percio i

2Infatti, questa trasformazione di v(x) garantisce I'invarianza dell’equazione di Dirac:

(i —m)d'(a'),

(i7" 9 + i7" 8}, —m) Y (a")
(i7° 00 — i7" Ok — m) 7" ¥ (x)
70(i7080+i7k8k—m)1/)(a:) = 0=(G{9-—m)y(x).
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processi ottenuti per riflessione spaziale sono proibiti. Come abbiamo visto nella sezione
1.4.1, questo e proprio cio che e stato verificato sperimentalmente per le interazioni deboli.
Ad esempio, consideriamo il decadimento debole di un mesone 7+ in un antimuone ed un
neutrino muonico con elicita h = —1:

R (3.31)

Il processo ottenuto per riflessione spaziale e proibito:

R T A (3.32)

3.4 Coniugazione di carica

La trasformazione dello spinore ¢ (x) per 'operazione di coniugazione di carica ¢ data da
v Sy =cy, (3.33)

dove ¢ stato omesso un possibile fattore di fase 7.
Le corrispondenti trasformazioni delle componenti left-handed e right-handed sono
date da

v = Py S Py = PLCY = CPIY = C(P)" = Con (3.34a)
Yr = Py > Pry® = PrCP =Cyy, . (3.34D)

Quindi anche per coniugazione di carica le componenti chirali 1 (z) e ¥r(x) non sono
indipendenti, ma si trasformano 'una nell’altra:

C —rT
V() S Cr (3.35)

Questa proprieta di trasformazione puo essere immediatamente verificata scambiando
particella e antiparticella nelle configurazioni illustrate in Fig.3.1.

Ne segue che un’interazione alla quale partecipano solamente le componenti chirali
left-handed dei campi fermionici viola massimamente anche la simmetria di coniugazione
di carica. E stato verificato sperimentalmente che le interazioni deboli soddisfano questa
proprieta. Ad esempio, il processo ottenuto per coniugazione di carica dal processo (3.31)
e proibito:

T+ oY (3.36)

3.5 CP

Combinando le trasformazioni (3.29) e (3.34) si vede che le componenti chirali ¢ (z) e
Ygr(z) si trasformano in modo indipendente per 'operazione congiunta CP:

Y 2% S0 =y T NCr (3.37a)
Vr DU S A°Chr = Yr o A%CUR (3.37h)
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Analogamente ai casi precedenti, queste proprieta possono essere verificate applicando la
trasformazione CP alle configurazioni illustrate in Fig.3.1.

Quindi un’interazione alla quale partecipano solamente le componenti chirali left-
handed dei campi fermionici puo essere invariante per 'operazione CP.

E stato verificato sperimentalmente che I'invarianza per trasformazione CP delle inter-
azioni deboli & quasi perfetta (una piccola violazione di CP & stata osservata solamente nei
decadimenti dei mesoni K neutri [Chr64, Chr65]). Percio, i processi ottenuti per trasfor-
mazione CP di processi deboli conosciuti sono permessi. Ad esempio, il processo ottenuto
per trasformazione CP dal processo (3.31) & permesso e corrisponde al decadimento del
mesone 7:

e e/ S (3.38)

3.6 Neutrini e antineutrini

Per particelle con m # 0 'elicita non ¢ una grandezza Lorentz—invariante. Infatti, medi-
ante una trasformazione di Lorentz che manda p in —p, si puo cambiare il segno dell’elicita
della particella. Questa operazione non e possibile per particelle di massa nulla, che si
propagano con la velocita della luce e per le quali I'elicita ¢ una grandezza Lorentz—
invariante. Quindi le particelle massive devono possedere entrambi gli stati di elicita,
mentre i fermioni privi di massa possono possedere solamente uno stato di elicita.

Se la massa dei neutrini e nulla, i loro campi soddisfano alle equazioni di Weyl e
possono essere descritti da campi spinoriali a chiralita definita del tipo 1 o ©¥gr. Per
stabilire quale di queste soluzioni sia realizzata in natura, occorre fare ricorso ai risul-
tati sperimentali sullo studio dei processi deboli (per esempio, decadimenti [ nucleari).
Quest’aspetto del problema e stato presentato nella sezione 1.4.1, dove abbiamo visto
che i neutrini, emessi nei decadimenti S unitamente ai positroni, hanno elicita —1 e
gli antineutrini, emessi nei decadimenti S~ unitamente agli elettroni, hanno elicita +1.
Pertanto i neutrini devono essere descritti dai campi spinoriali left-handed v.r, v,1, v;1,
con i seguenti valori di elicita per i neutrini e gli antineutrini:

Ve, Vyy Vr — elicita = —1

Ve, Uy Ur — elicita = +1

Quindi neutrini e antineutrini, oltre ad essere differenziati da valori opposti dei numeri
leptonici, sono anche caratterizzati da valori opposti di elicita.
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Chapter 4
Teoria V — A

4.1 Lagrangiana di Fermi

Delle quattro forze fondamentali in natura la forza debole e stata per lungo tempo la piu
misteriosa, essendo nata per spiegare il decadimento (3, senza produrre un vero e proprio
campo di forza. Con lo sviluppo della ricerca, sia sperimentale che teorica, la forza debole
si e rivelata una fonte di sorprese (massima violazione di P e C' e violazione di CP) e di
sviluppi (teoria unificata delle forze).

Nel 1934 Fermi formulo una teoria delle interazioni deboli in analogia con
'elettrodinamica quantistica. A quel tempo (e fino agli anni '60 con la nascita del modello
a quark) il protone e il neutrone erano considerati particelle elementari. In questo caso,
la densita lagrangiana di interazione del campo spinoriale del protone p con il campo
elettromagnetico A, e data da

Ly = —e DYp Ao (4.1)
Per descrivere il decadimento 3 del neutrone,
n—p+e +0,, (4.2)

Fermi ipotizzo che la densita lagrangiana del decadimeto ( abbia la stessa struttura
della densita lagrangiana (4.1), con la corrente neutra protonica py* p rimpiazzata dalla
corrente carica py*n (AQ = +1), dove n & il campo del neutrone, ed il campo vetto-
riale A, rimpiazzato dalla corrente carica €7, v, (AQ = —1), costruita con il campo e
dell’elettrone ed il campo v, del neutrino:

E(Fermi) _ _@

’ V2

Questa densita lagrangiana rappresenta l'interazione diretta di quattro campi

fermionici (four-fermion interaction) attraverso I'accoppiamento di due correnti vet-

toriali (py“n e €7, Ve). G ¢ una nuova costante fisica fondamentale chiamata costante

di Fermi, che ha dimensione [E]™2.

La densita lagrangiana (4.3) prevede l'esistenza solamente di decadimenti § nucleari

senza cambiamento dello spin del nucleo (transizioni di Fermi con AJ = 0). Infatti,
I’elemento di matrice della corrente nucleonica ¢ dato da

(@, 8) [Py nln(B, 7)) oc ul) (F) 7w (), (4.4)

DY NEYa Ve +hec.. (4.3)
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dove p e P’ sono gli impulsi e r e s sono gli indici di spin del neutrone e del protone. Nella
rappresentazione di Dirac delle matrici v* si ha

B (r) 1 0
U(T)(p) = \/E+m< c?.%( X(r)) , con X(l) = <O) ) X(Z) = (1) : (45)

E+m

Nel limite di bassa energia appropriata ai decadimenti 3 nucleari (|p| ~ 1 MeV, |p| <
E ~my, con m, ~m, = my) si ha

u™ (P) ~ 2my <X(()T)) , (4.6)
Percio
uS )1 u(B) = w1 (B u () 2 2my xOT N = 2my b, (4.7a)
u}(?s) (7)) (5) = u(s) ()10 4 0l (B) ~ 2my (1 0) <£ %k) (X((]r)) o
(4.7b)

Quindi, nel limite di bassa energia

(p(F', $)[py" nln(p,r)) o dao drs , (4.8)

per cui solo le transizioni con r = s, cioe con AJ = 0, sono permesse.

In pratica pero gia negli anni 30 erano stati osservati decadimenti [ nucleari con
|AJ| = 1 (transizioni di Gamov-Teller) che non mostravano nessuna soppressione.
Quindi, nel 1936 Gamov & Teller notarono che la densita lagrangiana (4.3) ipotizzata
da Fermi deve essere generalizzata per descrivere tutti i decadimenti [ osservati. In
particolare, per descrivere le transizioni di Gamov-Teller ¢ necessario introdurre una
corrente nucleonica assiale py® 75 n e/o una corrente nucleonica tensoriale po®’ n.

Tenendo conto che la densita lagrangiana e uno scalare di Lorentz ed escludendo per
semplicita accoppiamenti con la partecipazione delle derivate dei campi fermionici, la
densita lagrangiana piu generale che descrive I'accoppiamento dei due campi adronici p,
n con i due campi leptonici e, v, puo essere costruita utilizzando i covarianti di Dirac

pYn e  eQu. (j=1,...,5), (4.9)
con

D=1, 0=~ B =0, Q' =7, QB =13, (4.10a)

=1, =7, WB=04, U=7%"7, & =". (4.10b)

Quindi, la piu generale densita lagrangiana che descrive il decadimento 3 e che si
trasforma come uno scalare per trasformazioni di Lorentz proprie puo essere ottenuta
dalla contrazione tra lo scalare pn e lo scalare v, o il pseudoscalare €5 1., piu la con-
trazione tra il vettore polare py* n e il vettore polare €, v, o il vettore assiale €, s ve,
etc.. Percio si ottiene

L=y {gj (Y1) @ 0) + g, BY ) (Qr)| the, (1)

J=1
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dove g;, g5 (j = 1,...,5) sono dieci costanti complesse (se non si assume I'invarianza per
inversione temporale), per un totale di 20 parametri reali. Tenendo conto che o5 =

-3 P 0., si hanno le seguenti possibilita:

QJ@Q] :1®17 ’ya®,7a7 Uaﬁ®0-a,37 70175@’70/757 %@’757 (412&)
PRUB=107, 7> @YY, €0’ R0, , V@Y, 15®1. (4.12b)

E inoltre possibile dimostrare che termini con combinazioni diverse dei campi, come
per esempio
(P ve) (EQn), (4.13)

possono essere ricondotti alla forma (4.11) attraverso una trasformazione di Fierz (vedi,
ad esempio, [[tz80, Nac89, Ren90, Bil94, Lea96]). Percio la forma (4.11) & veramente la
piu generale possibile per la densita lagrangiana del decadimento [3.

E importante notare che la parte della densita lagrangiana (4.11) contenente gli accop-
piamenti (4.12b) & pseudoscalare, per cui cambia segno per inversione spaziale. Quindi in
generale la densita lagrangiana (4.11) non & invariante per inversione spaziale,
cioé non conserva la parita. Per ottenere la conservazione della parita e necessario
imporre I'annullamento delle costanti g7 (j = 1,...,5).

Per molti anni successivi alla formulazione della teoria di Fermi e stato creduto che
le interazioni deboli conservano la parita, come le interazioni elettromagnetiche e forti.
Percio le costanti g; (j = 1,...,5) erano considerate nulle.

Nel 1956, per spiegare il puzzle ¥-7 (vedi la Sezione 1.4.1), Lee & Yang [Lee56] for-
mularono l'ipotesi rivoluzionaria che la parta non sia conservata nelle interazioni deboli.
La validita di questa ipotesi fu confermata nel 1957 dal risultato dell’esperimento di Wu
et al. [Wub7] sull’asimmetria della distribuzione angolare dei prodotti del decadimento
£~ di nuclei polarizzati di ®Co (vedi la Sezione 1.4.1). Nel 1958 Goldhaber et al. [Gol58]
misurarono 1’elicita dei neutrini e stabilirono che i neutrini prodotti nei decadimenti 3
hanno elicita negativa.

Poiche i decadimenti 87 non producono neutrini con elicita negativa, la violazione
della parita nelle interazioni deboli ¢ massima (un’inversione spaziale inverte il valore
dell’elicita).

Assumendo che la massa dei neutrini sia nulla', nel 1957 Landau [Lan57], Lee &
Yang [Leeb7] e Salam [Sal57] formularono l'ipotesi che i neutrini siano descritti da campi
left-handed vy, (teoria a due componenti del neutrino).

In seguito ai risultati sperimentali fu presto chiaro che gli elettroni prodotti nei decadi-
menti 7 sono descritti dalla componente left-handed e, del campo spinoriale elettronico
e(z). Quindi i campi leptonici partecipano alle interazioni deboli solamente attraverso
le loro componenti chirali left-handed e la parte leptonica nella densita lagrangiana che

! Ancora oggi esistono solamente limiti superiori sulla massa dei neutrini:

m,, S5eV, (4.14a)
my, S 170keV, (4.14b)
my, S 20MeV . (4.14¢)
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descrive i decadimenti 3 & costituita dalla corrente debole leptonica (il fattore 2 & inserito
per convenienza)

By = 280 Ya Ver, = €Ya (1+75) ve - (4.15)

Infatti, i possibili termini leptonici contenenti i campi ez, e v,;, sono

T s = 12 (1-28) 0 (175 v (4.16)
Poiche
J= (1—7)1(147)=0, (4.17a)
j= (1 —5)7 ( +75) = 2% (1 +75), (4.17b)
j=3: (1—=95) 0 (1+75) =0, (4.17c)
j=4: (=) +7) =27 (1+7s), (4.17d)
J=5: (I=7)y(1+9)=0, (4.17e)

si vede che gli unici due termini non nulli sono equivalenti e danno la stessa corrente
(4.15) (¢ ovvio che una costante moltiplicativa puo essere assorbita nella costante di
accoppiamento totale).

L’espressione (4.15) per la corrente debole leptonica ¢ detta di forma V — A ed
implica la massima violazione della parita.

L’ipotesi V' — A per la corrente leptonica fu estesa nel 1958 da Feynman & Gell-Mann
[Fey58] e Sudarshan & Marshak [Sud58] alla corrente debole adronica:

=pY" (L +7s)n. (4.18)

Percio nella teoria V' — A tutti i campi fermionici partecipano alle interazioni deboli
solamente attraverso la loro componente left-handed. Cio si e rivelato vero per i campi
fermionici elementari, cioe i leptoni ed i quarks. Poiche i nucleoni (protone e neutrone)
non sono particelle elementari, ma composte da quarks legati dalle interazioni forti, la
corrente nucleonica che descrive i decadimenti § viene modificata dalle interazioni forti e
la corrente debole nucleonica efficace e

=P (gv + gas)n. (4.19)

I valori sperimentali di gy e g4 sono gy ~ 1 e g4 ~ 1.25.
Percio la densita lagrangiana che descrive i decadimenti 3 nella teoria V — A ¢

_ G G
E(ﬁv AL he, 0, +h.c. = —7; [Py (gv+9avs) ] [€7a (1475) ve] +hec.. (4.20)

73 i

Definendo la corrente totale
Jor = G+ h (4.21)

la densita lagrangiana (4.20) puo essere generalizzata nella forma

Lp=——=j& 4. (4.22)



Questa densita lagrangiana e detta lagrangiana di Fermi e, con una opportuna gen-
eralizzazione della corrente (4.21) descrive tutti i processi deboli carichi a bassa e media
energia (/s < 100 GeV)?2 Quindi, la lagrangiana di Fermi ¢ estremamente importante,
perche viene usata estensivamente ancora oggi per studiare i processi deboli carichi a
bassa e media energia. Questi processi si dividono in

1. Processi deboli leptonici ai quali partecipano solamente leptoni. Questi processi
sono descritti dalla componente leptonica della densita lagrangiana di Fermi (4.22):

Gr
Lorocossi = —— g2 gt 4.23
processi. =~ Gy v (4.23)

Alcuni esempi sono:

poo—e + v+, (4.24a)
TT —e + U+, (4.24b)
v,t+e —pu +u.. (4.24¢)

2. Processi deboli semi-leptonici ai quali partecipano sia leptoni che adroni. Questi
processi sono descritti dalla componente semi-leptonica della densita lagrangiana di
Fermi (4.22):

Gr
Lprocessi - =

- By Gya + G hive) - 4.25
semi—leptonici \/5( W Wa w Wa) ( )

Alcuni esempi sono®:

o VR (4.26a)
=t +u,, (4.26b)
=’ +et + ., (4.26¢)
K —u +p, (AS =+1), (4.26d)
n—p+e +U,, (4.26¢)
AN —p+e 47 (AS = +1), (4.26f)
YT A +et 4o, (AS =0). (4.26¢)

3. Processi deboli adronici (o semi-leptonici) ai quali partecipano solamente adroni.
Questi processi sono descritti dalla componente adronica della densita lagrangiana di
Fermi (4.22):

Gr t
E rocessi — ha h . 4.27
Sdronici \/i WiWa ( )

2L’energia delle particelle coinvolte in un processo (e la loro somma) dipende dal sistema di riferi-
mento. L’energia del processo & rappresentata in modo Lorentz-invariante da +/s, dove s & la variabile
di Mandelstam s = (p; + p2)?. Nel centro di massa dove p; + P, = 0 si ha s = (E1 + F»)? ~ 4E?, per
cui /s = 2F (si ¢ tenuto conto che per F1 > my e Es > mgy si ha Fy ~ Fy = E). Nel sistema del
laboratorio, dove p, = 0, si ha s = m% +2E1my ~ 2E1ms).

3Ricordiamo che K~ = @s, A% = uds, ¥1 = uus, K° = ds.
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Alcuni esempi sono:

Kt —at+at+7 ( ) )
Kt —at4+7° ( ) )
K =7t 47~ ( ) )
AN —p+n (AS =+1), (4.284)
AN — n+7f ( ) )
D ( ) )
>t n4+at ( ) )

Notiamo che tutti i processi deboli adronici violano la legge di conservazione della
stranezza, perche tutti i processi che non lo fanno avvengono in maniera estremamente
piu rapida attraverso le interazioni forti.

La versione completa della parte leptonica della corrente, comprendente i campi lep-
tonici del muone, del tau e dei rispettivi neutrini, e

=T (I +7) e+ 77 (L+ )+ 77" (1 +75) 7. (4.29)

Notiamo che l'interazione debole di e, u, 7 e dei rispettivi neutrini ¢ assolutamente
identica. Questa proprieta viene chiamata universalita e-u-7 delle interazioni deboli.

4.2 Decadimento del p

Come esempio dell’applicazione della lagrangiana di Fermi (4.22), consideriamo il decadi-
mento del ™,
pwoo—=e v+, (4.30)

Questo processo e particolarmente facile da studiare perche ¢ un processo debole lep-
tonico, cioe coinvolge solamente leptoni, per cui non ci sono complicazioni dovute al
contributo della forza forte. L’ampiezza del processo, che puo essere calcolata con le
regole di Feynman, e data da

GF — — o«

A, =— [u,,u Yo (14 75) uu} [ue Y (1 4+ v5) vye] ) (4.31)

V2
Da questa ampiezza € possibile calcolare la larghezza di decadimento I',, = 1/7,, mediante
la formula (vedi l'eq.(2.157))

1 d3p d3p d3p 1
r,— ¢ ve Y () 5 (D= Pe P —D1) 5 D 2
T om / 27r32E6/ 97)32E, / omyzE, 2O P pem P —Pu) 5 ) LA
p e M

spin

(4.32)
Il risultato e 2
F mu
- . 4.33
19273 (4.33)
Dal valore sperimentale della vita media del muone,
(To)exp = 2.197 x 107 s, (4.34)
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si ricava il valore della costante di Fermi:

1075

2
mp

Gp=1.166 x 107°GeV 2 ~ : (4.35)

dove m, >~ 938 MeV ¢ la massa del protone.

4.3 Correnti deboli cariche adroniche

I processi deboli semi-leptonici e adronici di bassa energia possono essere descritti dalla
lagrangiana di Fermi (4.22) con una corrente debole carica (4.21) comprendente una
opportuna componente adronica hf,. Il termine (4.19) della corrente adronica,

Py (gv +gavs)n, (4.36)

con gy >~ 1 e gy >~ 1.25, descrive i processi di decadimento 3 dei nucleoni. Ad esso vanno
aggiunti nuovi termini che descrivono i decadimenti deboli degli altri adroni, per cui

w=D7"(gv +gavs)n+.... (4.37)

Percio 'elemento di matrice della corrente debole adronica per il decadimento del neu-
trone e dato da

YRR 1 —(7
(G O)n(h) = 15— T(F
Il valore sperimentale gy >~ 1 € sorprendente perche ci si potrebbe aspettare che I'effetto
delle interazioni forti degli adroni produca un valore molto diverso. Infatti, la la-
grangiana di Fermi € una lagrangiana efficace che descrive le interazioni deboli
a bassa energia, tenendo conto delle correzioni quantistiche (rinormalizzazione) dovute
alle interazioni forti, le quali non hanno un carattere perturbativo e quindi ci si aspetta
che siano grosse. Invece, il valore g,y = 1 implica che gli accoppiamenti della parte
vettoriale della corrente debole nucleonica e della parte vettoriale della cor-
rente debole leptonica sono identici, nonostante il fatto che gli adroni, al contrario
dei leptoni, interagiscono fortemente.

Questa situazione e analoga a cio che succede per la carica elettrica: la carica elettrica
del protone e uguale in modulo a quella dell’elettrone, nonostante il fatto che il protone
non & una particella elementare*, interagisce fortemente e la sua distribuzione di carica
¢ completamente diversa da quella puntiforme dell’elettrone. Cio ¢ dovuto al fatto che
le interazioni forti (come tutte le interazioni) conservano la carica elettrica,
per cui la carica elettrica del protone non puo essere modificata (rinormalizzata) dal
contributo delle interazioni forti. infatti, se consideriamo il diagramma nella figura 4.1b,
notiamo che per effetto dell’interazione forte il protone puo dissociarsi, ad esempio, in
una coppia virtuale nm™. Se la carica elettrica della coppia nm™ fosse diversa da quella del

/!

)7 (gv + 9a75) un(k) . (4.38)

4Nel modello a quark p = uud e la carica elettrica del protone ¢ uguale alla somma delle cariche dei
tre quarks di valenza. Per effetto delle interazioni forti il protone contiene anche un mare di coppie qq
il cui contributo alla carica totale ¢ nullo. Poiche le interazioni forti conservano la carica elettrica, esse
possono creare e distruggere solamente coppie gg con carica elettrica totale nulla.
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(a) (b)

Figure 4.1: L’interazione elettromagnetica del protone e della coppia virtuale nt™ sono
uguali perche la carica elettrica ¢ conservata ed il 7% ha la stessa carica del protone.

DECADIMENTOC

IMPOSSIBILE?

(a)

Figure 4.2: Un neutrone puo dissociarsi nella coppia virtuale prt—. Se il processo 7~ —
7 4+ e~ + ¥, non ¢ permesso, il decadimento 3 del neutrone verrebbe rinormalizzato
dall’effetto delle interazioni forti.

protone, questo stato virtuale genererebbe una correzione alla carica efficace del protone.
Invece, la carica elettrica del 7 & uguale a quella del protone e per effetto della legge
di conservazione della carica elettrica il protone puo dissociarsi solamente in
stati virtuali con la stessa carica elettrica totale, per cui la sua carica efficace non
viene rinormalizzata dal contributo dell’interazione forte.

Ricordiamo che la legge di conservazione della carica elettrica e dovuta all’esistenza
di un’equazione di continuita per il quadri-vettore della corrente elettromagnetica che
discende, attraverso il teorema di Noether, dall’invarianza della densita lagrangiana
per trasformazioni di gauge globali appartenenti al gruppo U(1) (cioe trasfor-
mazioni di fase dei campi; vedi la Sezione 2.5).

4.3.1 Conserved Vector Current (CVC)

Per spiegare il valore gy ~ 1 Gerschtein & Zel’dovich nel 1955 [Gerb5] e indipen-
dentemente Feynman & Gell-Mann nel 1958 [Fey58, Gel58| suggerirono l'ipotesi CVC
(Conserved Vector Current), secondo la quale la parte vettoriale V,, della corrente
debole adronica

hwao = Vo + As. (4.39)

appartiene al tripletto di correnti conservate associate all’invarianza di isospin
(spin isotopico) delle interazioni forti. Per questo motivo il valore gy = 1 previsto
dalla teoria V' — A per la costante di accoppiamento della parte vettoriale V,, della corrente
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Figure 4.3: La conservazione della carica debole implica che il processo 7= — 7 +e~ + 7,
e permesso ed il decadimento 3 del neutrone non viene rinormalizzato dall’effetto delle
interazioni forti.

debole trascurando il contributo delle interazioni forti non viene modificato (rinormaliz-
zato) dal contributo delle interazioni forti. In altre parole, la ”carica” gy = 1 € conservata
nelle interazioni forti.

Se consideriamo il diagramma nella figura 4.2b notiamo che per effetto delle inter-
azioni forti un neutrone puo dissociarsi in una coppia virtuale p7—, ma la corrente debole
adronica (4.36) non genera un processo di decadimento debole per il 7~. Percio, se la
corrente debole adronica contenesse solamente il termine (4.36), il decadimento (3 del neu-
trone dovrebbe venire rinormalizzato dalle interazioni forti. Il fatto che il valore misurato
di gy € molto vicino a uno puo essere spiegato con la conservazione della carica debole,
che necessita (almeno) 'aggiunta di una opportuna corrente debole pionica alla corrente
debole nucleonica (4.36) per formare la corrente adronica totale (4.37). La corrente de-
bole pionica deve generare il diagramma nella figura 4.3, per cui l'ipotesi CVC prevede
I'esistenza del decadimento 7= — 7 + e~ + 7, che & stato osservato con un branching
ratio di circa 1078,

L’ipotesi di invarianza di isospin delle interazioni forti e stata formulata da Heisenberg
nel 1932 in seguito ai risultati di osservazioni sperimentali che mostravano che, a parte
piccole correzioni dovute all’interazione elettromagnetica, i nuclei contenenti lo stesso
numero di nucleoni ma numeri diversi di protoni e neutroni hanno la stessa energia di
legame. Se si raggruppano i nucleoni nel doppietto di isospin

N = (z) , (4.40)

la lagrangiana efficace delle interazioni forti e data da
_ 1
Lne=N(i@—my+igm 1795 N+ [(Oam) - (0%m) —mix® — Az'],  (4.41)

dove 7 = (11, 79, 73) (71, T2, 73 sono le tre matrici di Pauli) e = = (7, m2, 73) € il tripletto
di campi dei pioni, con
rE=mtimy, 7°=m7s. (4.42)

g ¢ la costante di accoppiamento nucleone-pione e A ¢ la costante di autoaccoppiamento
dei pioni. Poiche g e A non sono piccoli, le interazioni forti generate dalla lagrangiana
(4.41) non possono essere calcolate con uno sviluppo perturbativo.
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La lagrangiana (4.41) ¢ invariante per trasformazioni di isospin del tipo®

NN =U@®)N, (4.44a)
E-Iﬁﬂ/'I:U(Q)E'IUil(Q). (4.44b)

U(6) = exp (iZe)a %) . (4.45)

Le trasformazioni di isospin sono unitarie ed e facile verificare che costituiscono una
rappresentazione del gruppo SU(2) delle matrici unitarie unimodulari. Infatti, le matrici
di Pauli soddisfano le relazioni di commutazione dei momenti angolari,

Ta ) . Te
To Dol e & 4.4
[2’2] ¢ Cabe 7y (4.46)

per cui costituiscono una rappresentazione dell’algebra dei generatori del gruppo SU(2).
L’invarianza per trasformazioni di isospin (4.44) della lagrangiana (4.41) implica
'equazione di continuita (vedi la Sezione 2.5)

aENﬂ' a‘CNﬂ'
3 SN o) =0. 4.4
0 (a@azv) * 0. E) 0 (4.47)

Le variazioni infinitesime 0N e dw sono date da una trasformazione infinitesima

Ule)=1+ie, % , (4.48)
Dalla (4.44a) & evidente che
SN =ie, % N. (4.49)
Percio or
N . . Ta Evd Ta
SN = (iN~° ( a—N):—aN aTo n 4.50
oo O = (N7 (g Wl (4.50)

Per trovare la variazione esplicita 7 dei campi pionici, consideriamo la variazione d7-7 =
/
T =TT

. Ta Tb
om-7=21i¢, [5,5] s

= —Eabc€aTpTc

= —Eabc€aTpTc- (451)

SPoiche [7,, 7] = 2i€apeTe € {Ta, To} = 20ap, 8i ha 74Ty = Sap + i€apeTe. Percio (r-7)2 = (xr-7)(x-7) =
TaTa TbTh = TaTh(0ab + 1€abeTe) = Talg = T+ T = 72 ed il termine 72 & invariante per la trasformazione
di isospin (4.44b):

=U@)(r-17)(x- 1)U O) =U@0) > U~ (8) =x>. (4.43)

E evidente che dall'invarianza del termine 2 segue che anche i termini (9) - (0%7) e 7w sono invarianti.
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Sfruttando la proprieta
1
5 TI”[Ta’Tb] = 5(11, s (452)

per 0w, = 7, — 7, si trova
0Ta = € Ebac Te = 1 €4 (Th)ac Te (4.53)
con T, (b =1,2,3) sono le matrici 3 X 3 con componenti
(Th)ac = —i Ebac - (4.54)

E facile dimostrare che le matrici T, soddisfano le relazioni di commutazione dei momenti
angolari,
[Taa Tb] =1 Eabe Tc . (455)

Percio esse costituiscono la rappresentazione tridimensionale dei generatori del gruppo
SU(2), che & appropriata per il campo pionico. Notiamo che la variazione (4.53) puo
essere scritta nella forma compatta

om=ie Ty, (4.56)
per cui si ha
aENﬂ'
0(0am)
Dalle (4.47), (4.50) e (4.57), tenendo conto dell’arbitrarieta dei parametri €,, si vede

che I'invarianza di isospin delle interazioni forti implica la conservazione del tripletto di
correnti:

o = (0°7)" (i€ Tym) = i€ (0°m) Ty (4.57)

Va“:ny“%NJri@TTaaaﬂ (a=1,2,3). (4.58)
Tenendo conto che

0
T3 = <(1) _01) s T3 =— | -1
0

(4.59)

o O =
o OO

si vede che la terza componente di questo tripletto di correnti,

1
Vgt = B (p7ap —ny* N) + m 0%y — Ty 0%y
1 1
=5 @ p—ny )t g (r Ot — a0 (4.60)

coincide con la componente isovettoriale della corrente elettromagnetica:

Jom =DV P+ % (7r7 0rt —xt 80‘7T*)

1
:Nya( +T3) N +ixl T, 0%

2
Ve + Vs, (4.61)



dove % Vy e la componente isoscalare della corrente elettromagnetica e
V¥ =Ny*N (4.62)

e la corrente di ipercarica. Poiche ;< e Vi* sono correnti conservate, e chiaro che anche
Vi lo ¢. La sua conservazione ¢ dovuta all’ovvia invarianza della lagrangiana (4.41) per
le trasformazioni del doppietto nucleonico

NN =N, (4.63)

cioe trasformazioni di fase comuni ai campi p e n. L’integrale sullo spazio della compo-
nente temporale della relazione

. 1
o = Vi 5 (464

produce la formula di Gell-Mann—Nishijima

Y
Q=1I;+ 7 (4.65)

che stabilisce la relazione tra gli operatori costanti nel tempo
Iy = / d*z V() (4.66a)
Y = / Pz V(7). (4.66b)

Si puo dimostrare che gli stati di protone |p) e di neutrone |n) sono autostati dell’operatore
IgI

1 1
Ilp) =51p),  Isln)=—5n), (4.67)
mentre gli operatori
trasformano |p) = |n):
Iy |n) = Ip), I |p) =0, (4.69a)
I_|n) =0, I |p)=|n). (4.69D)

L’ipotesi CVC suppone che la prima e la seconda componente del tripletto di correnti
di isospin (4.58) formino la parte vettoriale della corrente debole adronica (4.39):

Ve=Ve=VP 4 iVe = NA° (Tl+”2)N+zzT(T1+¢T2)aag
= NA*7 . N+in' T, 0°r, (4.70)
con 00 ]
uz%m:(g é) T, =T +iT, = (1) ? —02 . (4.71)
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Percio la parte vettoriale della corrente debole adronica e data da
V¥=py*n+1 (’/TO %t — ot 00‘7T0) ) (4.72)

Notiamo che il coefficiente della componente nucleonica py“n € uno, per cui gy = 1.

Si puo ora dimostrare che I'elemento di matrice (p|V*(z)|n) relativo alla transizione
n — p nel decadimento del neutrone (e nei decadimenti @ nucleari) non viene ri-
normalizzata dall’effetto delle interazioni forti perche V* e una corrente conservata.

Sulla base dell'invarianza di Lorentz, la forma piu generale dell’elemento di matrice
(p(k)[V(0)|n(k)) & data da

(p(KNV(0)|n(k)) = 91(¢*) (K" + k%) + g2(¢%) ¢*, (4.73)

dove
> =k -k~ (4.74)

¢ il quadri-impulso trasferito. Sottolineamo che l'espressione (4.73) per '’elemento di
matrice tiene conto del contributo non-perturbativo delle interazioni forti.
L’invarianza della teoria per traslazioni spazio-temporali implica che

Ve (z) =TTV H0) e P (4.75)
per cui

(p(K)V (@) In(k)) = ' &0 (p(k)[Vo(0) (k)
= """ (p(k)[V*(0) [n(k)) - (4.76)

Poiche la corrente ¢ conservata, 0,V *(x) = 0, si ha

(
0 = (p(K)|0aV* (x)In(k)) = Oa(p(K) |V () n(F))
=i ga """ (p(K')[V*(0)[n(k)) . (4.77)

Dalla (4.73), si ottiene
0= ga (p(K")[V*(0)n(k)) = g1(a®) (m} — m7,) + ga2(4*) ¢* (4.78)
Approssimando m, = m,, = my, si ottiene g»(¢*) = 0, per cui
(p(E|V(z)In(k)) = g1(q°) (K + k) """ (4.79)

Per determinare il valore di g;(¢?) integriamo la componente temporale della relazione
(4.79) su tutto lo spazio e otteniamo

()| |n(k)) = g1(¢*) (E' + E) /d?’x e = (21)°8°(q) (B'+ E) g1(¢*) . (4.80)
(2m)363 ()
dove (vedi la (4.70))
I, = / P2V (z) = / *zV7 (2) (4.81)
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e Poperatore costante nel tempo definito nell’eq.(4.68). Utilizzando la proprieta (4.69a)
si trova

(p(K) L In(k)) = (p(K)[p(k)) = 6°(q) - (4.82)

Confrontando le relazioni (4.80) e (4.82) si ottiene

1
21 )3 (B + B)

qi(q*) = ( (4.83)

Percio
K+ ko

WEIVOIntk) = G + By

(4.84)

Nei decadimenti nucleari il quadri-impulso trasferito ¢ molto piu piccolo della massa del
nucleone, per cui si puo approssimare k' = k e si ottiene

BRIV O)n(b) = oy (4.85)

Questo ¢ il valore dell’elemento di matrice tenendo conto del contributo non-perturbativo
delle interazioni forti. Lo stesso risultato puo essere ottenuto dalla parte vettoriale della
corrente debole adronica (4.37) con gy = 1 (o con l'espressione (4.70) per V<) al primo
ordine perturbativo, (nell’approssimazione k' =k e m, = m,, = my):

(p(k)[ DY nn(k)) = ——55+Up

= Trfu, (k) wy(k) 1)

i (/;!-*-mN)
1 1
_ Ba _

Quindi, abbiamo dimostrato che se I'ipotesi CVC ¢ vera, la simmetria di isospin delle
interazioni forti implica che gy = 1, cioe il valore di gy non viene rinormalizzato dal
contributo delle interazioni forti mediate dai campi pionici.

Per quanto riguarda la componente assiale della corrente nucleonica, essa ¢ data da

A% =gaDY" 51, (4.87)

con g4 ~ 1.25. La deviazione di g4 da uno e dovuta alla non-conservazione della cor-
rente assiale nelle interazioni forti. Comunque, la differenza del valore di g4 da uno e
relativamente piccola. Cio e dovuto al fatto che solamente il termine di massa dei pioni
nella lagrangiana efficace (4.41) delle interazioni forti viola la conservazione della cor-
rente assiale. Poiche la massa dei pioni non e elevata, si ha una conservazione parziale
della corrente assiale (PCAC, Partially Conserved Axial Current) che implica una piccola
deviazione di g4 da uno (vedi, per esempio, [Lea96]).
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4.3.2 L’angolo di Cabibbo

L’affinamento delle misure sperimentali nei primi anni '60 rivelo che in realta gy non
¢ esattamente eguale ad uno. Cio poneva dei seri problemi all'ipotesi CVC. Nel 1963
Cabibbo [Cab63] risolse brillantemente questo mistero tenendo conto anche dei processi
deboli che non conservano la stranezza.

Le ampiezze dei processi deboli con |AS| = 1 (ad esempio Kt — ut +v,, A —
p+ et +1,.) sono molto piu piccole di quelle di processi analoghi con AS = 0 (ad esempio
mt — ut +v,, n—p+et + 7). Cabibbo noto che se uno scrive 'elemento di matrice
della corrente debole adronica per il processo A — p + et + ¥, in maniera analoga a
quello per il decadimento del neutrone (eq.(4.38)),

1 ! AS=1) . (AS=1) >
k)| hy (0)|A°(k @ (g 4 upo(k 4.88
O O = s )7 07 4 425 0wl (189)
. . : - (AS=1) .
i valori sperimentali di gy e gy sono tali che
AS=1
(9v)* + (") = 1. (4.80)
Percio gy e g‘(/AS:U non sono indipendenti, ma possono essere parametrizzati in termini

di un angolo ¥¢ detto angolo di Cabibbo:

AS=1
g5

gy = cos V¢, = sino . (4.90)

il valore sperimentale dell’angolo di Cabibbo ¢ tale che
sindc = 0.230 £ 0.003, (4.91)
per cui cos Vo >~ 0.973. Quindi la corrente debole adronica hy, € data dalla somma

hweo = cos ¢ h%,f =0 4 sinde h(AS b (4.92)

AS=0) .
dove h%,[,a ) & la componente della corrente che conserva la stranezza, tale che®

(k) R =" (0)|n(k)) =

e h%ﬁle)

m%(ly) Yo (14 ga7s) un (k) (4.93)

e la componente della corrente che cambia la stranezza di una unita, tale che

GO0 = ) (1425 ). (400

4.3.3 Mixing di quarks
Partendo dall’analogia tra i doppietti di leptoni ed i doppietti di quarks

(ve, ") (Y, 1) (vrs77)
(u7d) (C,S) (t7b) (495)
1% generazione 24 generazione 3% generazione
6F sottinteso che g4 e gffszl) vengono ridefiniti in maniera opportuna.
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la corrente debole adronica puo essere scritta direttamente in termini di quarks, con una
struttura simile a quella leptonica (eq.(4.29)). Tenendo conto della proprieta (4.92), nel
caso di 2 sole generazioni si ha

hwa = coSVc Ty (1 +75)d+sincTy, (1+75) s+ ...

4.96
:ﬂ’ya(1+’75)[COSﬁcd—i‘SinﬁCs]—F.... ( )
Infatti, la corrente
hypa " =70 (1+75)d (4.97)
genera transizioni adroniche con conservazione della stranezza, mentre la corrente
Mg =70 (1+75) s (4.98)

genera transizioni adroniche con AS = +1 (il quark s ha stranezza —1). E quindi evidente
che lo stato di quark da associare ad « in un doppietto non e d, ma d’ = cos ¢ d+sin ¢ s.
Associando a c al posto di s lo stato s’ = — sin ¢ d+cos ¢ s ortogonale a d’, si ottengono
i doppietti (al posto di quelli nell’eq.(4.95))

(Veaei) (V,Ul7/’67)
(U,d,) (07‘9,) (499)
1% generazione 24 generazione
dove
d = cos¥cd+sinde s, (4.100a)
s' = —sindod+ coscs. (4.100Db)

Per la corrente debole adronica si ottiene

hwa =T (1+75)d +Cv (1+75) 8
= cosV¢ [UYa (1 +75)d+CTva (14 75) ] (4.101)
+sinveo [uya (14+75) 8 — 9 (1 +75)d] .

In termini di quarks, il decadimento beta del neutrone e rappresentato dal diagramma,

u
d ¢p
u

- (4.102)

S
—
aa

Y
YvY
Y
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e quello del barione A° & rappresentato dal diagramma

/ \e (4.103)
Gr . 7,

La trasformazione (4.100) puo essere scritta nella forma

-
o
—
CRSTES
Y
YY
Y
g
——
s

D'=VD, (4.104)

D= (i) . D= (i) , (4.105)

e V ¢ la matrice ortogonale 2 x 2

[ cosVc  sinde
V= (— sin J¢ cosﬁc) ’ (4.106)

con

che rappresenta una rotazione nello spazio bidimensionale dei campi d, s. La matrice V'
¢ chiamata matrice di mixing. Percio, la corrente adronica (4.101) puo essere scritta
nella forma

hwa :Uf}/a (1 +75) D'
:U7a(1+75)VD7

U= (z) . (4.108)

La generalizzazione della trasformazione (4.104) a 3 generazioni si ottiene con

(4.107)

con

d/
D'=|[s], D=|s]|, (4.109)
b b

e V diventa una matrice unitaria di mixing 3 x 3 detta matrice di
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. La corrente adronica puo essere scritta nelle tre forme
equivalenti

hwa =U%a (14+75) D', (4.110a)
hva =Uva(1+75)V D, (4.110Db)
hwa= Y. > Uava(l475) Vs Dy, (4.110¢)

a=u,c,t b=d,s,b
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con
u

U=1lc]. (4.111)
t

In generale, una matrice unitaria N x N dipende da N? parametri indipendenti. Questi
N? parametri si dividono in

N (N -1
% angoli di mixing, (4.112a)
N(N -1 N(N+1
N? — (2 ) _ (2+ ) fasi . (4.112Db)

Pero la lagrangiana dei campi fermionici dei quarks e invariante per trasformazioni di
fase dei campi. Percio ciascun campo di quark e definito a meno di un fattore di fase,
cioe e possibile cambiare la sua fase in modo arbitrario:

U, —» €% U,  D,—e™D,. (4.113)

Se si effettua questa trasformazione, I'espressione (4.110c) per la corrente debole adronica
generalizzata a N generazioni,

N N
ZZ o (L4 75) Vay Dy, (4.114)
a=1 b=1

con Ul,UQ,Ug,... =u,ct,...e Dl,DQ,D3,... Ed,S,b,..., diventa
=> ) Uava(l+75) e " Vape™ Dy (4.115)
a=1 b=1
Definendo

un dn
@zZ@a, AzZAb, (4.116)

a=u1 a=d;

'espressione (4.115) puo essere riscritta nella forma

N N
:ZZV (14 75) ¢ O iO0a) 17, o=id=X) Iy, (4.117)
=1 b= N-1 N-1

Da questa espressione e chiaro che ci sono
I+(N—-1)+(N—-1)=2N-1 (4.118)

fasi arbitrarie indipendenti che possono essere scelte in modo da eliminare 2 N — 1 delle

N+l (]\2[“) fasi contenute nella matrice unitaria V. Percio la matrice unitaria V' contiene
solamente N (N N N
1 -1 -2
% —(2N-1)= ( )2< ) fasi fisiche . (4.119)
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Le fasi fisiche sono le sole fasi misurabili nella matrice di mixing. Come ab-
biamo visto, 2 N — 1 fasi non-fisiche contenute in una parametrizzazione generale della
matrice unitaria V' possono essere eliminate scegliendo opportunamente le fasi arbitrarie
ed inosservabili dei campi dei quarks. Percio queste fasi inosservabili vengono eliminate
a priori nelle parametrizzazioni della matrice di mixing V' che vengono usate per studiare
i fenomeni fisici.

Il numero di fasi fisiche e consistente con il trattamento precedente del caso di 2
generazioni, per il quale

N(N -1
% =1 angolo di mixing, ( )
N9 4.120
= N—-1)(N -2
( >2( ) =0 fasi fisiche ,

cioe I'unico parametro fisico nella matrice di mixing e ’angolo di Cabibbo. Le 2N —-1 =3
fasi non-fisiche arbitrarie vengono eliminate a priori e non compaiono nella parametriz-
zazione di Cabibbo (4.106) della matrice di mixing. Notiamo che esistono diversi modi
di parametrizzare la matrice di mixing 2 X 2, per cui esiste una certa arbitrarieta nella
scelta della parametrizzazione. Ad esempio, invece della parametrizzazione di Cabibbo
(4.106) si puo scegliere

_ [cosVer —sinVer [ sinder cos Ve
V= (sin Yo cosVer ) oppure V= (— cosUor sinton | - (4.121)

Comunque, tutte le parametrizzazioni sono collegate tra loro (Jor = —U¢, dor = § —0¢)
e danno gli stessi risultati fisici.
Nel caso realmente interessante di 3 generazioni si ha

N(N -1
% =3 angoli di mixing,
N=3 = (N 1) (N -2) . (4.122)
5 =1 fase fisica .

Percio la matrice di mixing di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa puo essere parametrizzata in
termini di 3 angoli di mixing e 1 fase fisica. Esistono diversi modi di parametrizzare

la matrice di mixing 3 x 3. La parametrizzazione piu usata e quella adottata dal Particle
Data Group [PDGY6]:

0

C12C13 S12€C13 S13¢€
_ & 19
V = | —si12c23 — c12523513€" C12C23 — $12823513€" 523C13 ) (4-123)
i6 i6
512523 — C12€23513€ —C12523 — 512€23513€ C23C13

con ¢;; = cosv;; e s;; = sind;;. In questa parametrizzazione cos 12, cos a3, cos 13 sono
i tre angoli di mixing e ¢ e la fase fisica.

La presenza di una fase fisica nella matrice di mixing di Cabibbo-Kobayashi-Maskawa
significa che la matrice di mixing non e reale e questo fatto implica la violazione di
CP nei processi deboli. Cid dovuto al fatto che se la matrice di mixing non & reale la
lagrangiana non e invariante per trasformazioni C'P. Per capire come cio possa succedere,
consideriamo la parte adronica (4.27) della lagrangiana di Fermi,

Gp

E rocessi — T T = ha hT . 4.124
Sdronici \/§ WiWa ( )
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Le trasformazioni per C'P dei campi di quarks nella corrente hfj, sono

TLUr S —UTC ", (4.125a)
DL D %D, (4.125b)

Percio, per la corrente hy, nella forma (4.110b) si ottiene

hwa o U'C M 7. (1 +75)V’YOCET

=UTAT AT (1+4F)VAE D"
= — Dy V" (1+7%)%%U
= —DV" (1—y)7U
= —DAl 1+ VTU.

D’altra parte, la corrente hI,Va e data da

Wy =Drya (1475) ViU (4.130)

e per CP si ha
Wi S5 UL (14 45) VU . (4.131)
Percio, per la densita lagrangiana (4.124) si ottiene (ricordiamo che 'yg =g € ”y,i = Y,

per cui 72Tyl = ~v%y,)

Gr _
Erocessi: —— U~y (1 VU||D «a 1 VTU
gdronici \/5[ v ( +P)/5) ][ gt ( +P)/5) ]
cP GF - _af T ; .
—Q_E[DV (L4+) VIU] [UAL (1475) V*U]
Gr —
= — = [U7a (14+7%)V*U] [Dy* (1+7) VT U] . (4.132)

V2

E chiaro che la lagrangiana e invariante per C'P solamente se V* = V| cioe se la matrice
di mixing ¢ reale.

Quindi nel caso di tre generazioni e possibile che le interazioni deboli violino
I'invarianza per trasformazioni C'P. In effetti, una violazione dell’invarianza C'P e
stata osservata negli anni '60 nei decadimenti dei mesoni K° e K° (vedi, ad esempio,
[1tz80, Nac89, Ren90, Bil94, Lea96]).

4.4 Problemi della teoria V — A

La teoria V' — A basata sulla lagrangiana di Fermi (4.22) descrive correttamente i pro-
cessi deboli a bassa e media energia (come, ad esempio, i decadimenti deboli), ma non &
applicabile a processi deboli ad alta energia, per i quali la teoria prevede sezioni d’urto
che violano il limite di unitarieta (conservazione della probabilita). Infatti, su basi di-
mensionali si puo stimare che 'andamento ad alta energia delle sezioni d’urto deboli e
dato da

o~Gps, (4.133)
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Figure 4.4: Divergenza del diagramma ad un loop per il processo v, + e~ — v, +¢e".

Ad esempio,

G% s
o(vee — vee) —— )
VsS>me ™

(4.134)

E possibile dimostrare che per un’interazione puntiforme, qual’e quella descritta
dall’accoppiamento di quattro campi fermionici nella lagrangiana di Fermi, 'unitarieta
della teoria implica il limite superiore per le sezioni d'urto

1
o< —. (4.135)
s
La crescita proporzionale a s del tipo (4.134) delle sezioni d'urto deboli ad alta energia

implica che il limite di unitarieta (4.135) viene violato per

1 1
G2 ~ — e ~

Poiche questa energia non e estremamente elevata e puo essere raggiunta negli acceleratori
di particelle, il problema e serio e va risolto.

L’unica possibilitai ristabilire 'unitarieta della teoria potrebbe essere quella di ab-
bandonare 'approssimazione di Born per il calcolo delle sezioni d'urto e tenere conto
delle correzioni radiative. L’approssimazione di Born consiste nel tenere conto solamente
dei diagrammi ad albero, mentre i diagrammi con loops generano le correzioni radia-
tive. Il contributo delle correzioni radiative potrebbe cancellare la crescita proporzionale
ad s delle sezioni d'urto a grande +/s. Perd ci si accorge subito che i diagrammi con
loops danno contributi divergenti (vedi la figura 4.4) che non possono essere eliminati
con un’opportuna procedura di rinormalizzazione. In altre parole, la teoria non é ri-
normalizzabile.

La non-rinormalizzabilita della teoria e legata al fatto che la costante di accoppia-
mento G nella lagrangiana di Fermi (4.22) ha dimensione [M]~2 e con un ragionamento
dimensionale si puo vedere che i diagrammi con loops negli ordini superiori della teoria
perturbativa danno contributi sempre piu divergenti. Si puo dimostrare che una con-
dizione necessaria (ma non sufficiente) affinche la teoria sia rinormalizzabile ¢ che la
costante di accoppiamento sia adimensionale (o con dimensione [M]* con K > 0 nel caso
delle teorie super-rinormalizzabili), come nell’elettrodinamica quantistica.

Quindi, un primo passo verso la soluzione dei problemi dell’unitarieta e della rinor-
malizzabilita viene compiuto ipotizzando per le interazioni deboli una lagrangiana simile
a quella delle interazioni elettromagnetiche, con una costante di accoppiamento adimen-
sionale gy :

~ 300 GeV . (4.136)

Lav(x) = —gw jwal) WO () + hoc. (4.137)
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dove ¢ stato introdotto un nuovo campo vettoriale W*(z) in analogia al campo vettoriale
elettromagnetico A%(x). Perd, mentre il campo elettromagnetico ¢ neutro, il campo
W*(z) & carico, perche si accoppia alla corrente debole carica jyo(z). Inoltre, mentre il
campo elettromagnetico e privo di massa e genera interazioni a lungo raggio, il campo
W*(z) deve avere una massa elevata, poiche le interazioni deboli hanno un raggio d’azione
estremamente corto. Su basi dimensionali si puo stimare

my ~ Gp'? ~ 300 GeV . (4.138)

In realta la lagrangiana (4.137) non risolve completamente il problema dell’unitarieta.
Perd si puo dimostrare (vedi, per esempio, [Lea96]) che la violazione dell’unitarieta
avviene ad energie elevatissime, dell’ordine di 108 GeV, ben al di 13 delle possibilita sper-
imentali. Inoltre, si puo dimostrare che la teoria non e rinormalizzabile. Essa pero
costituisce un primo passo verso 'unificazione delle interazioni elettromagnetiche e de-
boli nel Modello Standard delle interazioni elettrodeboli, che ¢ una teoria unitaria
e rinormalizzabile.
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Chapter 5

Il bosone W

5.1 Ampiezze con scambio di W

Nella prospettiva di una trattazione unificata delle interazioni fondamentali, assumiamo
che ’interazione debole tra particelle elementari si realizzi con un meccanismo
simile a quello dell’interazione elettromagnetica. Cosi come due cariche elettriche
interagiscono tra loro mediante scambio di fotoni (quanti del campo elettromagnetico,
con spin 1), ipotizziamo che 'interazione debole tra coppie di fermioni avvenga tramite
lo scambio di un bosone intermedio W con spin 1.

Prendiamo in esame, per esempio, il processo debole

vpt+e —pu +u., (5.1)
che e schematizzato dal diagramma
Vy e
(5.2)
e Ve
E consideriamo 'analogia con il processo elettromagnetico e™ +e~ — e~ + e,
e e
(5.3)
e e
che all’ordine perturbativo piu basso € schematizzato dal diagramma di Feynman
e e
e
5 (5.4)
e
e e



la cui ampiezza e data da (in questa equazione e nelle seguenti omettiamo i fattori di
normalizzazione 1/(27)3/2y/2E dei campi)

Acem oo = e{ef [5IN0)]e; ) G (a) e (e |75 (0) ey )
— af (55)
= eﬂf Yo U; 7 6ﬂf/ VB Uit

dove jo" = €7, e ¢ la corrente elettromagnetica dell’elettrone e G’()f) (q) e il propagatore
del fotone con quadri-impulso ¢ (vedi 'eq.(2.154b)).

Assumiamo che il processo (5.2) avvenga, all’ordine perturbativo pit basso, mediante
il diagramma

aw
W (5.6)

aw

con ampiezza data da

Ave v = 9w (107 |l o (0) [v) Gty (0) 9w (ve|iws(0)]e™) 5)
= 29w (W, Va UHL]T G?v’i/) (q) 2 gw Ty, V3 Uer , '

dove G?‘Vf,)(q) ¢ il propagatore del bosone intermedio W con quadri-impulso ¢ e
gw € la costante di accoppiamento debole, analoga alla carica elettrica elementare
e. La quadri-corrente jyy, ¢ la corrente debole carica (4.21) della teoria V' — A. Questa
corrente induce transizioni tra stati con cariche elettriche diverse (ad esempio, e~ — v, e
W~ — v,, mentre j‘T,Va induce le transizioni inverse v, — e~ e v, — p~). Per tenere conto
della conservazione della carica elettrica, € necessario che il bosone W che si propaga dal
vertice v,—u~ al vertice e”—v, abbia carica elettrica +|e|, da cui segue la notazione W.
L’antiparticella del W ha carica elettrica —|e| e viene chiamata W~. Il diagramma (5.6)
¢ equivalente al diagramma

vy e

aw
W (5.8)

aw
e Ve

L’elemento di matrice della corrente debole carica per una transizione = — v, ¢ dato
da

<yu‘jwa(0)}u’> = 2Ty, 1, Vo UL = Ty, Yo (14 75) uy (5.9)

Prendendo I’hermitiano coniugato e tenendo conto che Yoy v0 = V4 € 'yg = 75, si ottiene
(17 |itva(0) 7)) = T e (14 75) th, = 2T Yt (5.10)
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Quindi, possiamo scrivere ’ampiezza debole corrispondente al diagramma di Feynman
(5.6) come

AVue’Hu*Ve = gi%V Ty Yo (1 +75) Uy, G((lvli/) Wy, g (14 75) Ue - (5.11)
E possibile ricavare questa ampiezza a partire dalla lagrangiana di interazione (4.137),
Lw(z) = —gw jw(x) Wa(z) + h.c., (5.12)

dove W, (z) & operatore di campo del bosone W e j{} (z) & la corrente debole
carica (4.21):

Jw () = Gy () + hiy (2) (5.13)
dove (4, () ¢ la corrente debole leptonica (4.29),
Gy =Y T (L+75)L, (5.14)
l=e,u,T

e h$,(x) e la corrente debole adronica (4.110c)

= Y Uay* (1 475) Van Dy (5.15)

a=u,c,t b=d,s,b

Le correnti hermitiane coniugate sono date da

=" 1y (14w, (5.16)
l=e,pu,T
hyT= " Y Dy (L+75) Vi Us. (5.17)

a=u,c,t b=d,s,b

E evidente che la lagrangiana (5.12) puo essere espressa come la somma di una la-
grangiana leptonica
4 o
E(W) (x) = —gw Oy () Wy (x) + hec. (5.18)

ed una lagrangiana adronica
Ly (x) = —gw by () Wa(z) + he., (5.19)

per cui le interazioni dei leptoni e degli adroni con il bosone W possono essere
trattate separatamente.

In particolare, la lagrangiana di interazione leptonica (5.18) genera gli accoppiamenti
trilineari schematizzati dai diagrammi

¢ aw, aw, ¢

. - (5.20)

Il fatto che le correnti deboli cariche dei leptoni e dei quarks compaiono
nella corrente debole carica jjj; con lo stesso peso significa che i leptoni ed i
quarks interagiscono debolmente con la stessa intensita. Questo fatto € chiamato
universalita delle interazioni deboli ed ¢ verificato sperimentalmente.

65



5.2 1l bosone intermedio W

Per determinare completamente le ampiezze dei processi deboli occorre conoscere la forma
analitica del propagatore G?V?,)(q) del bosone W. A differenza del caso elettromagnetico,
in cui la massa del fotone ¢ nulla (m., = 0), per l'interazione debole si deve avere
my # 0. Cio discende dalla relazione tra raggio d’azione della forza e massa del quanto
scambiato.

Consideriamo un’interazione statica tra due particelle, cioeé un’interazione con trasfer-
imento di energia trascurabile. Se l'interazione tra particelle si realizza attraverso lo
scambio di un quanto di massa m, affinche nel processo vi sia conservazione dell’energia,
occorre che I'emissione del quanto da parte di una particella (con conseguente creazione
di un’energia AE ~ mc?) ed il suo successivo riassorbimento da parte della stessa parti-
cella avvengano in un intervallo di tempo At consentito dal principio di indeterminazione
energia—tempo, ossia At ~ h/mc?. Il quanto virtuale si propaga quindi su una distanza

0~ cAt ~ h/mc, (5.21)

ossia il raggio d’azione dell’interazione tra le due particelle ¢ inversamente proporzionale
alla massa del quanto scambiato tra di esse.

Mentre al raggio d’azione infinito dell’interazione elettromagnetica corrisponde la
massa nulla del fotone, al raggio d’azione finito dell’interazione debole corrisponde una
massa non nulla per il bosone intermedio W'.

Introduciamo un campo bosonico (carico) non-hermitiano W®(z) di spin 1 e
di massa my. L’equazione di campo per W®(z) puo essere dedotta da quella del campo
elettromagnetico con la sostituzione O — O + m3,, ossia

(D + m%,v) we — 0% (35 Wﬁ) =0 (Equazione di Proca). (5.22)
La corrispondente densita lagrangiana e:
1 Q, (63
Lw = —3 Wt WwhWes 4md, wiwe, (5.23)

con

W = 0aWs — 0 W, . (5.24)

Notiamo che, a causa della presenza del termine di massa mWIW< la densita la-
grangiana non & invariante per trasformazioni di gauge W,(z) — W/ (z) =
W () + 04 x(2).

Prendendo la divergenza dell’eq.(5.22), si ottiene

miy 0s W’ =0. (5.25)
Quindi, se my # 0, si ha 95 W# = 0 e I'equazione di Proca diventa
(O+miy) We(x) =0. (5.26)

Queste sono quattro equazioni di Klein-Gordon disaccoppiate a cui devono soddisfare le
quattro componenti del campo vettoriale W, con il vincolo aggiuntivo

O W(x) =0. (5.27)
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Quindi, per particelle vettoriali massive questo vincolo riduce il numero di componenti
indipendenti da quattro a tre.

Lo sviluppo di Fourier dell’operatore di campo We(x), che deve soddisfare alle (5.26)
e (5.27), & dato da

d3k i (r) - . )i -
T) ~(r) —ik-x (r) (r ik-x
Walz) = / G 2_% ; 1 {ak. e, (k)e + bk (k)e , (5.28)

kozwz
dove wy ¢ 'energia dei modi di oscillazione del campo data da

-2
wp =\ k +mj, . (5.29)

Gli operatori a(]-;) distruggono bosoni W e gli operatori b({)T creano bosoni W~. Gli

operatori bosonici di creazione e distruzione soddisfano alle regole di commutazione

[l a8 = [, b9 = 6k — K)o, (5.30)

mentre tutti gli altri commutatori sono nulli.
I quadri-vettori €™ (k) (con r = 1,2,3) formano un insieme completo di vettori di
polarizzazione ortonormali:

eM(k) - @ (k) = =6, (5.31)

A causa del vincolo (5.27), i tre quadri-vettori e (k) devono essere ortogonali al quadri-
impulso della particella,

k-e®(k) =0 (i=1,23), (5.32)
e dalle condizioni (5.31) e (5.32) segue la relazione di completezza
3
N () ko k
> (k) e (k) = s &y (5.33)
r=1 w
Il propagatore G((lv’i/) (r — ') del bosone W & dato da
G (@ —a') = (0|T [Wa(x) Wg(x')] 0)
ke kP
i ( ga,ﬁ’ 4 ) (534)
— 1 /d4]€ mW —ik-(x—2z’)
(2m)4 k2 —m2, +ie
Il propagatore G?Vf,)(k) nello spazio degli impulsi e quindi dato da
ws | KOKS
s N mi
Gy (k) =i g 5.35
(k) = L (5:35)

Come esempio dell’applicazione della formula (5.35) abbiamo 'ampiezza corrispon-
dente al diagramma di Feynman (5.6), che dalla (5.7) ¢ data da

vy kR
Al/ue—ﬂu—ue = 29{2/[/ E,u Ya (1 + 75) Uy, k2 2 w Uy, 7a (1 + 75) Ue - (536)



e l/e e Ve
Figure 5.1: Illustrazione diagrammatica della relazione (5.40).

5.3 Limite di bassa energia

Nei processi di bassa energia (|¢?| /m[?(, < 1, dove ¢* ¢ il quadri-momento trasferito)

possiamo sostituire al propagatore G‘()‘W)(q) del bosone intermedio W il suo limite

:af
af vg
G () T (5.37)
miy

Per 'ampiezza corrispondente al diagramma di Feynman (5.6) si ottiene

2
. g _ __ o
Al/ue—ﬂu—ue =1 mV2V [uu Ya (1 + 75) ul/u} [u’/e Y (1 + 75) ue] : (538)

w

Questa ampiezza corrisponde a quella che si ottiene dalla lagrangiana di Fermi:

ermi .GF — __ @
At =175 [ (L4 25 w, ] 97 (L 35) ] (5.39)

Quindi, la costante di accoppiamento debole gy e la massa my, del bosone W sono legate
alla costante di Fermi G dalla relazione

Gr _ g
V2w,

Questa relazione e schematizzata dai diagrammi in Fig.5.1.

(5.40)

5.3.1 Stima di my

Se supponiamo che le costanti di accoppiamento gy ed e dell’interazione debole
e di quella elettromagnetica siano dello stesso ordine di grandezza,

gw ~ €, (541)
allora dalla (5.40) si ha
e dAra \'?
My ~ — ( ) . (5.42)
(Gr/V2)"? \Gr/V2
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Quindi, utilizzando il valore sperimentale (4.35), si ottiene
mw ~ 100 GeV . (5.43)
Dalla (5.21) si ricava, per il raggio d’azione dell’interazione elettrodebole,
¢ ~10""%cm. (5.44)

Il valore sperimentale di my, & my ~ 80 GeV e quindi l'ipotesi formulata nella (5.41) &
corretta. Ne segue che I'interazione che si esercita a bassa energia (|¢% < m¥,),
per esempio, tra v, ed e~ nel processo v, + e~ — = + v, risulta debole non a
causa dell’esiguita della costante di accoppiamento gy (che & dell’ordine di
grandezza della carica elettrica ¢), ma perche il quanto scambiato tra i due
leptoni ha massa elevata (~ 100 GeV) rispetto a |¢?|.

5.4 Verso una teoria rinormalizzabile

Si puo dimostrare che la teoria delle interazioni deboli basata sulla lagrangiana di in-
terazione (5.12) non & rinormalizzabile perche il bosone W & massivo. Infatti, il
comportamento asintotico del propagatore (5.35) del bosone W per grandi |k?| ¢ dato da

miy i k*KP

k2 —m2, +ie k2l—o0 my k2

Gl (k) =i (5.45)
e quindi tende ad una costante. Cio non e sufficiente per curare le divergenze dei loops
nella teoria perturbativa e si puo dimostrare che tali divergenze peggiorano aumentando
I'ordine della perturbazione. Quindi la teoria non é rinormalizzabile.

Per capire come evitare questi problemi e naturale chiedersi perche essi non sorgono
nell’elettrodinamica quantistica. La ragione ¢ I'invarianza di gauge, che e direttamente
collegata al fatto che il fotone ha massa nulla. Infatti i problemi di divergenza della
teoria debole sorgono dal termine

ke k8

-
myy

(5.46)

nel propagatore del bosone W. Per l'invarianza di gauge questo termine e assente nel

propagatore del fotone che, con un’opportuna scelta di gauge ¢ (vedi 'eq.(2.134))
. g

it

k2 +ie
ed agisce come fattore di convergenza nel calcolo degli integrali sui quadri-impulsi dei
loops quando |k?| — co.

Da queste motivazioni sorse nei primi anni ‘60 'esigenza di costruire una teoria di
gauge per le interazioni deboli, ma ci vollero diversi anni di studi per sormontare la
difficolta dovuta alla massa non nulla del bosone W che impedisce 1’esistenza di una sim-
metria di gauge esplicita della lagrangiana. Nel Modello Standard di Glashow [Gla61],
Weinberg [Wei67] & Salam [Sal68] questa difficolta viene superata utilizzando il meccan-
ismo di Higgs [Hig64, Eng64, Gur64, Hig66, Kib67] basato sulla rottura spontanea della
simmetria [Gol61, Gol62].

G (k) = (5.47)
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Chapter 6

Teorie di gauge

Nel 1954 Yang & Mills [Yanb4] proposero l'estensione della simmetria di gauge locale
dell’elettrodinamica quantistica per trasformazioni appartenenti al gruppo abeliano U(1)
al caso del gruppo di simmetria non-abeliano SU(2). Nascono cosi le teorie di gauge.

6.1 Formulazione generale delle teorie di gauge

Consideriamo un gruppo di Lie G di ordine N, cioe avente N generatori T, (a =
1,...,N) che obbediscono alle regole di commutazione (algebra di Lie)

T..T)) =ifacT:  (a,b=1,...,N), (6.1)

dove i numeri reali f,. sono le costanti di struttura del gruppo. I generatori definis-
cono gli elementi infinitesimi del gruppo (cioe quelli che differiscono in modo infinitesimo
dall’identita):

(6.2)

dove T =(T4,...,Ty) ed € = (€1,...,€ex) € un insieme di N parametri reali infinitesimi.
Gli elementi finiti del gruppo, ¢g(#) con 8 = (04, ...,0y), vengono ottenuti integrando gli
elementi infinitesimi (6.2).

In teoria dei campi una rappresentazione n-dimensionale unitaria di G e formata

da:

gle) =1+ie-T

=

1. Un insieme

o1 ()
a(a) = | P (6.3)
Pn()
di n campi ¢; (i =1,...,n).
2. Un insieme
L= (Ly,Ly,...,Ly) (6.4)

di N matrici hermitiane nxn che costituiscono la rappresentazione n-dimensionale dei
generatori del gruppo e soddisfano alle regole di commutazione (6.1):

(Lo Lp) =ifwecle  (a,b=1,...,N). (6.5)
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Le matrici L, (a = 1,..., N) sono indipendenti e vengono scelte in modo da soddisfare

la condizione di ortonormalita

1
TI"(LaLb) = 5 ab - (66)

3. Una regola di associazione g(8) — U(8), dove U(f) ¢ la matrice unitaria nxn

U(f) =L = exp <ZZ 0, La> : (6.7)

4. Una regola di trasformazione dei campi data da

O(z) — d'(z) =U(B) ®(x). (6.8)
Consideriamo dapprima una trasformazione di gauge globale, cioe tale che i
parametri 6, (e« = 1,..., N) non dipendono da z. La trasformazione di ®(x) ¢ data
da
d(z) — ¥'(2) = U(0) ®(x) = L (z). (6.9)
La derivata d,®(x) si trasforma allo stesso modo di ®(x):
0,0(z) — 0,%' (x) = 9,[U(0) ®(x)] =U(8) 0,%(x). (6.10)
La variazione di ¢ per una trasformazione infinitesima U(¢) cone, < 1 (a =1,...,N)
e data da
00(z) = @' (x) — ®(x) =ie- LP(x). (6.11)
La variazione delle derivate 9,0 ¢ data da
5(0,8(x)) = 0,0'(2) — 0,0(x) = 0,(@'(x) — B(@)) = B, (F0@)),  (612)
per cui la variazione della densita lagrangiana dell’insieme di campi ®(z),
L(x) = L(P(x),0,P(x)), (6.13)
e data da
oL oL oL oL
L =—06P 5(0,®) +00" —— + (0,
53 02+ 5o, L0 0% 557 +002) 555
3yu(5®) 0, (501)

oL oL oL
- (a_@ G 8(0@)) o2+ O (a<a ?) ‘”’)

v

oL oL oL
i i
o0 (a@ O a(@ﬂﬂ))*a“ (M) a(@ﬂﬂ))

0

:au( oL 5c1>+5<1>*‘97£>

0(0,9) (0, 1)
oL oL
= — it =
9, (a 54y Le el a(auqﬂ))
N
oL
_ frt
i E eac?“( L o — ' LT 0, )) . (6.14)
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Poiche i parametri ¢, (a = 1,ldots, N) sono arbitrari, l'invarianza della densita la-
grangiana (0L = 0) per le trasformazioni (6.11) implica un’insieme di N equazioni di
continuita

0,jk(z) =0 (a=1,...,N) (6.15)
per le NV correnti conservate

oL

gi(z) = 90,9 L, ®(x) — ®'(2) L] oL

‘e @cbLeeM. (619)

Consideriamo ora una trasformazione di gauge locale, cioe supponiamo che i
parametri 6, della trasformazione U () non siano costanti ma dipendano da z: 0, = 6,(z),
per cui

Uf(z)) = e2@L = exp <7, Z 0, () La> , (6.17)

a=1

la trasformazione di ®(x) ¢ data da
d(z) — ' (z) = U@(z)) B(z) = L (). (6.18)
e la variazione di ®(x) per una trasformazione infinitesima ¢ data da
dP(z) =ie(x) - L P(x). (6.19)

Una condizione necessaria affinche la densita lagrangiana (6.13) dell’insieme di campi
®(z) sia invariante per le trasformazioni di gauge locali (6.18) ¢ che essa sia invariante
per le trasformazioni di gauge globali (6.9), poiche le trasformazioni di gauge globali cos-
tituiscono un sottoinsieme delle trasformazioni di gauge locali. In altre parole, 6 costante
e un caso particolare di 8 = f(x). Percio consideriamo una densita lagrangiana
invariante per le trasformazioni di gauge globali (6.9) con @ costante, che implica
I'esistenza dellinsieme di N correnti conservate (6.16).

Pero una tale lagrangiana non puo essere invariante per le trasformazioni
di gauge locali (6.18) perche la derivata d,®(x) non si trasforma allo stesso modo di
®(z) e la sua trasformazione non & omogenea:

0,8(2) = 0,/ (x) = 0,[U(0(x)) ()] = U(0()) [, ()] + [9,U(0(x))]®(x) . (6.20)

Ad esempio, se i campi ¢, sono campi spinoriali, per il termine cinetico della corrispon-
dente lagrangiana di Dirac si ha

BPD — PP — = @UT (Q){U(Q) (0] + [pU(0)] <I>}
= iPPD +i®[PU(9)] D, (6.21)
e quindi non ¢ invariante per le trasformazioni di gauge locali (6.18).
Affinche la densita lagrangiana sia invariante per le trasformazioni di gauge locali

(6.18) € necessario sostituire la derivata ordinaria d,, con una derivata covariante D,
tale che la trasformazione di D,®(z) sia omogenea ed uguale a quella di ®(z):

D,® — D& =U(§) D,®. (6.22)
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Notiamo che nella trasformazione anche la derivata covariante si trasforma: D, — DL.
Tenendo conto che ®(x) = U~1(0) ', & evidente che la trasformazione di D, & data da

D, — D, =U(®)D,U'(0). (6.23)

Per ottenere la trasformazione (6.23), introduciamo un insieme A (r) =
(Af(z),..., A (z)) di N campi vettoriali reali A¥(x) (a = 1,...,N) detti campi di
gauge e definiamo la derivata covariante come

D,=0,+igA, L. (6.24)

Definiamo la trasformazione di gauge dei campi A#(x) in modo che la (6.23) sia soddis-
fatta. Utilizzando la (6.24), la (6.23) diventa

Ou+igA, - L=U(®)[0,+igA, LU (0)
= U@ {U© 0+ [,U7 O]} +igU(©) [4,-L] U (©)
— 0, + U(0) [0,U71(0)] +igU©O)[A, - L]U™(0), (6.25)
Percio, la trasformazione di Au - L ¢ data da
A L4 LU0 (4, L-L0) 0 0. (6.26)

Per trovare la trasformazione esplicita dei campi A¥, consideriamo una trasformazione
infinitesima

Ule(z)) =1+ie(x)- L. (6.27)
Si ha .
5AH~L=@'[§-L,A”-L}—EGHQ-L, (6.28)
cioe |
0AL Lo = — fabe €a Ay Le — p Ou€a La - (6.29)

Sfruttando la relazione di ortonormalita (6.6) delle matrici L,, si trova infine che la
variazione di A# e data da

1
JAL ZfabcA§€c—§3u€a (a=1,...,N), (6.30)

che viene spesso scritto nella forma elegante

1
0A,=A, xe— 58“2’ (6.31)
con’
(AM X E)a = fabc Aff €c - (632)

INel caso del gruppo SU(2) si ha N = 3 e fape = Eabe, Per cui la definizione (6.32) coincide con la
definizione del prototto vettoriale di due trivettori.
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Dalla formula (6.26) potrebbe sembrare che la variazione dei campi di gauge possa
dipendere dalla rappresentazione L dei generatori del gruppo di simmetria. Invece
dall’espressione (6.30) per una trasformazione infinitesima ¢ chiaro che la variazione dei
campi di gauge dipende solamente dalle costanti di struttura del gruppo. Questa pro-
prieta vale anche per le trasformazioni finite, che si ottengono integrando le trasformazioni
infinitesime.

Notiamo che la variazione (6.31) dei campi di gauge A” ¢ la generalizzazione al caso
non abeliano della variazione

1
OA, = ~= 0,0 (6.33)

del campo elettromagnetico per la simmetria di gauge U(1) (vedi I'eq.(2.141)). Il termine
aggiuntivo fue A} €. nella (6.30) e caratteristico dei gruppi non abeliani.

Riassumendo, abbiamo trovato che se la lagrangiana dell'insieme di campi ®(z) €
invariante per le trasformazioni di gauge globali (6.9), con la sostituzione

O D,=0,+igA, L (6.34)
essa € anche invariante per le trasformazioni di gauge locali
- =U)P, (6.35a)

, l _
A, L— A, L=U®) (AN-L—E%)U 1g). (6.35b)

Ovviamente la sostituzione (6.34) implica I'introduzione di un termine di accoppiamento
tra i campi ¢, ed i campi di gauge A?. Ad esempio, se i campi ¢y, sono campi spinoriali,
dal termine cinetico della corrispondente lagrangiana di Dirac si ottiene

iOPP =i®PPP — gOA-LD. (6.36)
Quindi la richiesta di simmetria di gauge della lagrangiana implica:
1. L’esistenza di un insieme di campi vettoriali A%.

2. Questi campi vettoriali interagiscono con i campi ¢, attraverso un accoppiamento
determinato dalla sostituzione (6.34) della derivata ordinaria con la derivata covariante.

Resta ancora da determinare il termine cinetico della lagrangiana dei campi vettoriali
A A tale scopo € necessario determinare la generalizzazione al caso non abeliano del
tensore elettromagnetico

Fre =0t AY — 0" A", (6.37)
e del termine cinetico .
Ly = ~2 F* F,, . (6.38)

La generalizzazione del termine cinetico ¢ banale:

=uv

Ly = —ié"” A, = —%Tr[(é“” L)(A,,-L)], (6.39)
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con A" = (AYY, ... AY). Invece, si puo verificare che la generalizzazione banale
dell’espressione (6.37),

AgV:aMAZ_aVAg (CL:L...,N), (640)

non funziona, perche produce un termine cinetico che non e invariante per le trasfor-
mazioni di gauge (6.35b). Per trovare ’espressione corretta per I'insieme A" di tensori
dei campi di gauge, consideriamo la quantita [D#, D¥]. Il commutatore permette di elim-
inare le derivate che non agiscono sui campi A*:

[DH, D" = [0" +igA*- L, 0" +igA”- L]
= [0", 0] +ig|o", AV - L] +ig[A* - L, 0] —¢g*[A*- L, A" - L]
N——

0 vy ey
Zig(ﬁ“A”'L—(?”A“'LJrig[A“'L,A”'L])
g (AT — A — g A X AY) L. (6.41)

Dalla legge di trasformazione (6.23) per la derivata covariante, e evidente che la trasfor-
mazione di [D*, D] ¢ data da

(D", D"] — [D™, D] =U(9) [D", D*]U(8), (6.42)
per cui

Tr{ [D*, D] [D,,, Dy]} — Te{[D", D"] (D, D,]}

=1{U() D", D) U~ () U(9) [D,,, D] U (0)}
1

= { U0 U©®) [P, D] D, D, |
1

- Tr{[D“, D"] (D, D,,]} . (6.43)

Quindi, Tr{[D“, D¥|[D,, D,,]} ¢ invariante per trasformazioni di gauge. Tenendo conto

delle (6.39) e (6.41), ¢ evidente che la generalizzazione corretta del tensore elettromagne-
tico al caso non abeliano e

AW L= —Z[D" D]
9
— QA LA Ltig[A'-L, AL
= (AT~ PA" — g AP X AY) L, (6.44)
per cui
A — AV — AF — g fae AL AL (a=1,...,N). (6.45)

Questi sono gli N tensori dei campi A#. La presenza in A% del nuovo termine quadratico
nei campi A* & molto importante, perche implica che la lagrangiana (6.39) non contiene
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solamente i termini cinetici dei campi di gauge, ma anche termini di accoppiamento tra
i vari campi A#. Infatti, si ha

1 v ”
— (0 —ora) (9,4, - 0,4,)

- 7
g

termine cinetico

1
+§ g (aMAZ - aVAg) fabc Abu Acu

Vv
vertici trilineari

1
_Z 92fabc fade Ag AZ Adu Aey . (646)

-

Ly =

Vv
vertici quadrilineari

Percio, contrariamente al caso abeliano (la carica elettrica del fotone & nulla) nel caso
non abeliano i campi di gauge sono carichi ed autointeragiscono.

L’intensita dell’autointerazione dei campi di gauge determina il valore della costante di
accoppiamento g, che a sua volta determina l'intensita dell’interazione dei campi di gauge
con i campi ¢y attraverso la derivata covariante. Inoltre, poiche la scala dei generatori
L ¢ determinata dalle relazioni di commutazione (6.5), che non sono lineari, nel caso
di una simmetria di gauge non abeliana tutti i campi hanno la stessa carica
g. Cio e diverso dal caso della simmetria di gauge abeliana dell’elettromagnetismo che
permette a campi diversi di avere diversa carica elettrica, perche al posto dell’insieme di
generatori L c¢’e solamente un generatore () la cui scala non e determinata da nessuna
relazione e puo assumere valori diversi quando agisce su campi diversi.

Notiamo infine che un termine di massa per i campi di gauge

(6.47)

mn

1m2Au,A
2

non ¢ invariante di gauge. Percio la simmetria di gauge locale implica

necessariamente che i campi di gauge sono privi di massa.

6.2 Cromodinamica Quantistica

La cromodinamica quantistica (QCD, Quantum Cromo-Dynamics) e la teoria di gauge
delle interazioni forti basata sul gruppo di simmetria SU(3), che ha N = 8 generatori. Si
suppone che ciascun campo di quark ¢(z) (¢ = u,d, ¢, s,t,b) abbia tre gradi di liberta di
colore:

()
q(z) = | g2(x) | - (6.48)
q3(x)
Consideriamo le trasformazioni di gauge locali di colore dei campi dei quarks:
a(x) = q'(x) =U(0) q(z) (6.49)

con

U(0) = exp <i2«9a(x)La> . (6.50)
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Le otto matrici 3 x 3 hermitiane L, costituiscono una rappresentazione dei generatori del

gruppo SU(3). Le matrici L, hanno traccia nulla e soddisfano alle regole di commutazione
di SU(3)

[La, L) = ifabeLe (a,b=1,...,8). (6.51)

La rappresentazione comunemente usata ¢ L, = \,/2, dove A, sono le otto matrici di

Gell-Mann. Con questa scelta le matrici L, soddisfano le relazioni di ortonormalita (6.6).

Affinche la lagrangiana di QCD sia invariante per le trasformazioni di colore (6.49),

si introducono gli otto campi vettoriali dei gluoni G* (a = 1,...,8) che si trasformano
secondo la (6.35b):

G, L—G, L=U(0) (Q“ L-t au) U1(9). (6.52)

e 9s

dove g, ¢ la costante di accoppiamento delle interazioni forti.
La lagrangiana di QCD, invariante per le trasformazioni di gauge (6.49), (6.52), &

1
Loco =) q(iP—my)q—7G" G, (6.53)
q

dove D, ¢ la derivata covariante

Dy=08,+ig.G, L, (6.54)
e G=(GY,...,G") & I'insieme degli otto tensori gluonici
GH =0"'Gl — "Gl — gs fane G GY (a=1,...,8). (6.55)

I gluoni hanno una carica di colore ed auto-interagiscono con gli accoppiamenti trilineari
e quadrilineari contenuti nel termine gluonico della lagrangiana (6.53). Questo fatto,
implica che la fenomenologia della QCD ¢ molto piu ricca e complicata da studiare di
quella dell’elettromagnetismo. Inoltre, poiche la costante di accoppiamento g, non e
piccola, al contrario della costante di struttura fine «, la teoria non puo essere trattata
in modo perturbativo?.

6.3 Modello Elettro-Debole SU(2); x U(1)y

Come abbiamo visto alla fine della sezione 6.1, i campi di gauge devono essere rigorosa-
mente privi di massa per rispettare la simmetria di gauge locale. Percio sembrerebbe
che non ci sia nessuna speranza di descrivere le interazioni deboli, che necessitano di
bosoni vettori massivi, con una teoria di gauge. Nonostante cio nel 1961 Glashow [Gla61]
propose una teoria nella quale le interazioni elettromagnetiche e deboli venivano unifi-
cate in una teoria di gauge basata sul gruppo di simmetria SU(2);, x U(1)y. Gli indici
L e Y indicano che le trasformazioni del gruppo SU(2);, agiscono sulle componenti chi-
rali left-handed dei campi spinoriali fermionici, mentre il generatore delle trasformazioni

2In realta cid & vero per processi a bassa energia, mentre ad alta energia la costante di accoppiamento
rinormalizzata dalle correzioni radiative ¢ piccola e permette un trattamento perturbativo della teoria
(vedi, ad esempio [Lea96b]).
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appartenenti al gruppo U(1)y e l'operatore di ipercarica. In questo modello la simme-
tria della lagrangiana e esplicitamente rotta dai termini di massa dei bosoni vettori. Per
questo motivo il modello non e rinormalizzabile. Esso pero costituisce la base del Modello
Standard che e rinormalizzabile perche i bosoni vettori acquistano massa attraverso la
rottura spontanea della simmetria realizzata con il meccanismo di Higgs.

In questa sezione costruiamo il modello delle interazioni elettrodeboli basato sul
gruppo di simmetria SU(2);, x U(1)y trascurando il problema della massa dei bosoni
di gauge. Consideriamo solamente i leptoni che sono piu semplici da trattare, mentre
I’estensione ai quarks verra trattata dopo la formulazione completa del modello stan-
dard.

Poiche il gruppo SU(2); ha 3 generatori ed il gruppo U(1)y ne ha uno, dobbiamo
introdurre quattro campi di gauge vettoriali: tre campi A# con a = 1,2,3 associati al
gruppo SU(2)y ed il campo B* associato al gruppo U(1)y. La derivata covariante & data
da

. R

D”:@ﬂ—zgéﬂ-l—kzg B’LE’

dove A" = (A, AL, AY) e I = (11, I, I3) & un insieme di 3 matrici che agiscono sui campi

e costituiscono una rappresentazione dei tre generatori di SU(2), che & chiamato isospin

debole (weak isospin). Le matrici I, soddisfano le regole di commutazione dei momenti
angolari

(6.56)

[Ia ) ]b] - Z.‘Sabc Ic . (657)

Anche la matrice di ipercarica Y agisce sui campi e costituisce una rappresentazione del
generatore del gruppo U(1)y, la cui scala non ¢ fissata da nessuna relazione. Percio gli
autovalori della matrice Y non sono fissati e possono essere diversi per i diversi multipletti
di campi. Notiamo che la matrice Y & diagonale in ogni rappresentazione di SU(2), X
U(1)y e commuta con le matrici I, (a = 1,2,3). Ci sono due costanti di accoppiamento
indipendenti, g associata al gruppo SU(2), e ¢ associata al gruppo U(1)y.

Per definire la struttura di gauge del modello, bisogna definire ’azione dei generatori
del gruppo sui campi fermionici, cioe bisogna scegliere le rappresentazioni dei campi
fermionici.

Raggruppiamo le componenti chirali left-handed dei campi spinoriali leptonici nei
doppietti di isospin debole

L.= (“@L) . L, = (”“L) , L= (”TL) . (6.58)
€r mr TL

L’azione delle rappresentazioni I e Y sui doppietti di isospin debole ¢ data da (¢ = e, p, 7)

IL = % Le, (6.59a)
Y L= L, (6.59D)

dove T = (71,72, 73) € l'insieme delle tre matrici di Pauli. Percio i doppietti leptonici
hanno ipercarica Y = —1. La trasformazione dei doppietti di isospin debole per una
trasformazione di gauge appartenente al gruppo SU(2), x U(1)y parametrizzata dal set
di 3+1 parametri (0,7), con 8 = (0, 6,,0;), ¢ data da

LZ - LZ = UL(Qa 77) L@ (ﬁ =€, U, T) ) (660)
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con

(NI

3
T ) T .n
UL(0,n) = et 3 =0 i 0, =~ —i~|. 6.61
.00 w(i30% ] an
Poiche i neutrini vengono considerati privi di massa, i loro campi non necessitano di
una componente right-handed. Le componenti chirali right-handed dei campi dei leptoni
carichi,
€R, MR, TR (662)

sono considerate singoletti di isospin debole. L’azione delle rappresentazioni [ e Y
sui singoletti di isospin debole ¢ definita da (¢ = e, u, T)

Ilp=0, (6.63a)
Ylp=-20p. (6.63b)
Quindi i singoletti hanno ipercarica ¥ = —2. La trasformazione dei singoletti di

isospin debole per una trasformazione di gauge appartenente al gruppo SU(2), x U(1)y
parametrizzata dal set di 3+1 parametri (6,7), & data da

ER - El - UR(U) éR (6 =& W, T) ) (664)

con

Ur(n) =e ', (6.65)

Notiamo che 'autovalore dell’ipercarica Y sui doppietti e sui singoletti di isospin debole
(che non sono singoletti di ipercarica) ¢ diverso: Y = —1 per i doppietti e ¥ = —2
per i doppietti. Cio corrisponde all’arbitrarieta della scala dell’ipercarica che implica la
possibilita che campi diversi abbiano ipercarica diversa.

I doppietti (6.58) ed i singoletti (6.62) vengono anche chiamati, rispettivamente,
doppietti left-handed e singoletti right-handed. L’azione delle rappresentazioni
I e Y sui multipletti di isospin debole e definita in modo da soddisfare la relazione di
Gell-Mann—Nishijima

Y
Q=L+, (6.66)

dove () e la matrice che rappresenta 1'operatore di carica. Infatti, si ha

ORI (R EA N
Qlp = {o - ;} lp=—lg. (6.67D)

La lagrangiana del modello e

T -y 1 v 1 v
Lsv@ vy = Y (i LoD Lo+ ilg P Lg) — T A A = B By (6.68)
¢
dove A" = (AY", ALY ALY) & l'insieme dei tensori dei tre campi di gauge A*

a’

Agy = (3“AZ - aVAg — g Eabe Ag AZ (CL = 17 2’ 3) ’ (669)
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e B* ¢ il tensore del campo di gauge B*,
B = 0'B” — 9" B". (6.70)

La lagrangiana (6.68) ¢ invariante per le trasformazioni di gauge locali appartenenti al
gruppo SU(2), x U(1)y parametrizzate dal set di 3+1 parametri (6, 7), con 8 = (6, 02, 03),

L, — L), = exp (%Q T — %17) Ly, (6.71a)
lp —lh=e"lg, (6.71Db)
A 1-a1-00 (4, 1-10,) 00, (6.710
B, — B, =B, ~ ;@m(x) : (6.71d)

Come abbiamo notato dopo 1'eq.(6.32), la variazione dei campi di gauge A# dipende sola-
mente dalle costanti di struttura del gruppo e non dalla rappresentazione I dei generatori
del gruppo di simmetria SU(2); (ovviamente, la stessa rappresentazione I deve essere
usata nell’espressione di U(#)).

Notiamo che, poiche le componenti chirali left-handed e right-handed dei campi
fermionici si trasformano in modo diverso, i termini di massa per i fermioni carichi

00="0plp+ Ly (6.72)

sono proibiti dalla simmetria. Questo € un altro difetto del modello: non solo i bosoni di
gauge, ma anche i fermioni hanno masse nulle.

L’interazione dei fermioni con i bosoni di gauge ¢ determinata dagli accoppiamenti
contenuti nelle derivate covarianti:

— Y — Y
&= AT (14 Lo ) vl (o4 Led B ) 1]
RSP
gAs —g' B 9(441—@'442)) (WL) 17 }
= — E : —glpBlry . (6.73
S{aem B (s S () - mea e
Possiamo dividere questa lagrangiana di interazione in un lagrangiana di corrente carica

(CC)
ECC gZ{VgL Al_ZAQ)EL—i_éL (Al"'_ZAQ VgL} (674)

data dai termini non-diagonali della (6.73), ed una di corrente neutra (NC)
1 — _
L8 = -S> (g ps — o Byve —Te (g s+ 9 Bl =29 Ta B}, (6.75)
¢
data dai termini diagonali della (6.73).

81



Consideriamo la lagrangiana di corrente carica (6.74). Definiamo il campo carico W*#
che distrugge bosoni W e crea bosoni W~ come

Al A

W= = (6.76)
Percio, si ottiene
Eﬁcc) = - % Z {WWKL + O W VeL}
¢
g — 5
= — U 1+ (W, +h.c.
7 ; i7" (1477
= — 9 W, +he.. (6.77)

Questa lagrangiana di corrente carica genera gli accoppiamenti trilineari schematizzati
dai diagrammi

(6.78)

Dal confronto con 'eq.(5.18) si vede che la costante gy usata nel capitolo 5 ¢ data da

9
= ——. 6.79
gw 52 ( )
Dal confronto con la lagrangiana di Fermi, segue che (vedi 1’eq.(5.40))
Gr g9’
—_ = 6.80
V2 8m¥ (6:80)

dove my € la massa del bosone W che nel modello che stiamo considerando deve essere
introdotta “a mano” rompendo esplicitamente la simmetria di gauge.

Consideriamo ora la lagrangiana di corrente neutra (6.75). Poiche vogliamo incorpo-
rare nella teoria 'elettrodinamica quantistica, il campo elettromagnetico A* deve essere
espresso da una combinazione lineare appropriata dei campi A5 e B*. Scriviamo questa
combinazione lineare e la sua ortogonale Z# effettuando una trasformazione ortogonale
nel piano Af—B* parametrizzata dall’angolo Jyy:

ZF = cos vy A§ — sindy B*, (6.81a)
AF = sindy Af + cos dy B* . (6.81Db)

L’angolo ¢y & chiamato angolo di Weinberg [Wei67], sebbene sia stato introdotto per
la prima volta da Glashow nel 1961 [Gla61]. L’angolo di Weinberg deve essere scelto in
modo da ottenere gli accoppiamenti giusti per il fotone. Inserendo le espressioni (6.81)
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nella lagrangiana di corrente neutra (6.75) si ottiene

1 . .
£§NC) =3 Z {VTL [(g cosPw + ¢’ sindw) Z + (g sindw — ¢ cosIw) A] ver
¢
— 0y, [(g cosVw — ¢ sindw) Z + (g sindw + ¢’ cosdw) A] €,
—2¢'lp [ —sindy Z + cos Uy A ER}. (6.82)

Poiche i neutrini non hanno carica elettrica, si deve avere

/

g sindy = ¢’ cos Iy — tan Yy = g, (6.83)
g

Sostituendo questo valore nella (6.82) si ottiene

1
e P ol I
l

(1—2sin*Vw) 2 41,

cos Uy cos U

sin%%v@ZﬁR—Qg Sinﬁw (EAKL +EA£R)}

cos Uy
= —m;{mzm—(1—2smwmm&wsinwwmﬁ}
+gsindy S TAL. (6.84)
l

Poiche I'ultimo termine da I'accoppiamento del leptoni carichi negativamente con il campo
elettromagnetico, si deve avere (e = |e|)

g sindy =e. (6.85)
Quindi,
e , e
- = ) 6.86
g sin Yy g cos Uy ( )

Quindi la lagrangiana di corrente neutra (6.84) si divide in una lagrangiana di interazione
elettromagnetica

LY =ed A (6.87)
l

ed una lagrangiana di corrente debole neutra

Z 9 — . 7 . 7
Eg ) = —m zz: {VgL ZV@L - (1 -2 Sln2 19w) EL ZKL + 2 Sln2 19W ERZKR} (688)
Percio il modello delle interazioni elettrodeboli basato sulla simmetria di gauge SU(2), x
U(1)y prevede l'esistenza di processi deboli con correnti neutre, ai quali partecipano
anche i neutrini. Questi processi verranno trattati nella sezione 8.3, dopo avere formulato
il Modello Standard.
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Chapter 7

Simmetria nascosta

7.1 Rottura spontanea della simmetria

Per capire il meccanismo di rottura spuntanea della simmetria, consideriamo 1’esempio
piu semplice possibile: un campo scalare (o pseudoscalare) complesso ¢(z) con
densita lagrangiana

L= (0,0)"(0"0) = V(e), (7.1)
dove V(¢) ¢ il potenziale

V(g) = ?¢'o + Ao'¢)?. (7.2)
Il coefficiente di auto-accoppiamento A deve essere un numero reale positivo, affinche

il potenziale sia reale ed abbia un minimo. Il potenziale V(¢) & invariante per
trasformazioni di fase del campo ¢(z) del tipo

o(x) — ¢'(x) = ¢’ d(x), (7.3)

dove # € un numero reale che parametrizza la trasformazione. Queste trasformazioni
formano un gruppo, detto U(1) (si indica con U(N) il gruppo delle trasformazioni generate
dalle matrici unitarie NxNN). Le trasformazioni (7.3) appartengono alla categoria delle
trasformazioni di gauge globali che si distinguono da quelle locali, che verranno
considerate nella sezione 7.3, per il fatto che il parametro # non dipende da .

Nel caso di un campo scalare “normale” si ha p? > 0 e u rappresenta la massa della
particella associata al campo. Consideriamo ora la possibilita che si possa avere u? < 0.

In questo caso definiamo ;2 = —m? con m? > 0 e otteniamo il potenziale
V(g) = —m*¢'¢ + A\(¢'9)* . (7.4)

Separando le parti reale ed immaginaria del campo scalare complesso,
blz) = 2L i02(@) 75)

V2

(il fattore 1/4/2 & necessario per una corretta normalizzazione dei campi), si vede che
esso rappresenta due campi scalari reali ¢1(x) e ¢o(x). Il loro potenziale &

m? A
Vg1, ¢2) = 5 (¢ + ¢3) + 1 (67 + 03)°. (7.6)
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La trasformazione di gauge globale (7.3) corrisponde alla seguente trasformazione dei

campi ¢y € ¢o:
¢ &\ _ [cos® —sinb\ (¢
(ﬁb;) —> (cb’;) B (Sin@ cos ) (gf);) ' (7.7)

Questa trasformazione rappresenta una rotazione di un angolo 6 nel piano ¢1—¢,. Quindi
¢ ovvio che essa lascia invariata la quantita ¢3 + ¢3 e il potenziale (7.6).

Calcoliamo ora il valore dei campi che minimizza il potenziale. Poiche lo stato di
vuoto e, per definizione, lo stato di energia minima del sistema, il valore dei campi che
minimizza il potenziale ¢ il valore che i campi assumono nello stato di vuoto, che viene
chiamato valore di aspettazione nel vuoto o VEV (Vacuum Expectation Value). I
valori stazionari (minimi o massimi) del potenziale sono dati dalle equazioni

v

0= =—mp1 + A&} + 63)¢1, (7.8)
1
oV
0= = —m’py + A} + 63)2 - (7.9)
Obs
Quindi il potenziale e stazionario per
o1 =¢2=0 (7.10)
e per!
2
B+ 5= (7.11)

Per determinare quale delle due soluzioni (7.10) e (7.11) corrisponde allo stato di
vuoto, bisogna determinare quale di esse rappresenta un minimo del potenziale. A tale
scopo calcoliamo le derivate seconde del potenziale rispetti ai campi ¢ e ¢s:

2
‘% =+ A6 + 62) + 2002, (7.12)
1
0*V 2 2 2 2
262 —m” + A@7 + ¢3) + 2A¢5 . (7.13)
2

Poiche le derivate seconde (7.12) e (7.13) sono negative per ¢; = ¢ = 0, la soluzione
(7.10) rappresenta un massimo del potenziale e non corrisponde allo stato di vuoto.
Invece, la soluzione (7.11) corrisponde ad un minimo del potenziale:

2
‘9_Z =2\ >0, (7.14)
001 |3 +g3=12
OV
— =2\ > 0. (7.15)
003 gt +o3=12

Quindi la soluzione (7.11) corrisponde allo stato di vuoto e si vede che il VEV di almeno
uno dei due campi reali ¢; e ¢ € diverso da zero.

Per un campo scalare “normale” con pu? = —m? > 0 e quindi m? < 0 la soluzione (7.11) non pud
essere realizzata, mentre la soluzione (7.10) rappresenta il minimo del potenziale, per cui il VEV di tale
campo e nullo.
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Usando la notazione (¢) per il VEV del campo (¢), dalla (7.11) per i VEV dei campi
¢1 e ¢9 abbiamo 'equazione

m2

<¢1>2 + <¢2>2 = B
che definische un cerchio nel piano ¢;—¢, nel quale il potenziale € minimo. Ciascun punto
su questo cerchio rappresenta uno stato di vuoto. Quindi esiste un’infinita continua
di vuoti possibili ed equivalenti. Infatti, i diversi vuoti sono connessi da una
trasformazione di gauge (7.7) che lascia invariato il potenziale (7.6). In altre
parole, ’esistenza di un’infinita continua di vuoti equivalenti € dovuta al fatto
che il VEV dei campi non € nullo e che il potenziale & invariante per la
simmetria di gauge globale U(1). Scegliamo

(7.16)

2

(1) =v= my e (¢) =0, (7.17)
() = —=. (7.18)

Notiamo il fatto importante che i VEV dei campi ¢; e ¢, non sono invarianti per
la trasformazione di gauge globale (7.7):

(p1)\ _ (v (@)\ _ (cos@ —sinf\ (v) [(vcosd v

(o) = (6) = (€)= (oo ) (6) = (o) # (5) - 0
Questo fenomeno viene chiamato rottura spontanea della simmetria, in quanto lo
stato di vuoto non rispetta la simmetria del potenziale (e della lagrangiana)?. E
chiaro che la trasformazione di gauge (7.19) trasforma uno stato di vuoto in
un’altro tra D’infinita continua dei vuoti possibili implicati dalla relazione (7.16).

Poiche le particelle rappresentano stati eccitati (quantizzati) del campo
rispetto allo stato fondamentale, cioé rispetto allo stato di vuoto, la rottura
spontanea della simmetria ha conseguenze estremamente importanti per la fenomenolo-
gia.

In seguito alla rottura spontanea della simmetria, per procedere con la tecnica di

quantizzazione dei campi, che permette la loro interpretazione in termini di operatori di
creazione e distruzione di particelle, definiamo due nuovi campi reali ¢(x) e x(x) tali che

o1(z) = v+ ¢(2), (7.20)
¢2(z) = x(x) . (7.21)

Quindi i nuovi campi ¢(z) e x(xz) hanno VEV nullo e possono essere quantizzati
secondo il procedimento canonico.
Dalla (7.6) segue che il loro potenziale ¢ (trascuriamo il termine addizionale irrilevante

—m*/4\)

A
V(g x) =m*@" + Ave (¢° +x7) + 7 (9" +X°)° (7.22)
2Per un campo scalare “normale” con u? = —m? > 0 e v = 0 lo stato di vuoto (7.10) & chiaramente

invariante per la trasformazione di gauge globale (7.7).
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Quindi il campo ¢ descrive particelle con massa v/2m, mentre il campo y descrive una
particella priva di massa detta bosone di (Goldstone.

Percio, partendo da una coppia di campi scalari reali ¢, e ¢ aventi un potenziale
con un termine di massa comune “anomalo”, abbiamo ottenuto un campo scalare mas-
sivo ¢ e un campo scalare privo di massa Y. L’esistenza di un campo scalare privo
di massa ¢ dovuta al fatto che il vuoto non e invariante per trasformazioni di gauge
globali che appartengono al gruppo della simmetria rotta U(1), ma il potenziale lo e.
Per cui una trasformazione di gauge trasforma il vuoto in un’altro vuoto con lo stesso
potenziale (vedi 'eq.(7.19)). Quindi e possibile creare delle eccitazioni attorno allo stato
di vuoto con frequenza (cioe energia) arbitrariamente piccola del campo nella direzione
delle trasformazioni della simmetria rotta. Queste eccitazioni corrispondono agli stati di
una particella priva di massa.

Per chiarificare ulteriormente questo fenomeno, notiamo che il potenziale (7.22) &
invariante per la trasformazione dei campi ¢ e x che corrisponde alla trasformazione di
gauge (7.7):

e\ (o1 —v . ¢\ [cosOp —sinfpy — v
x) O2 X/ sin 0¢1 + cos O¢o
~ (cosbp —sinfy —v(1 — cosh)
N sin @ + cos Oy + v sin '

(7.23)

Quindi la simmetria & nascosta, cioe nel meccanismo di rottura spontanea la
simmetria non €& violata ma nascosta. Consideriamo una trasformazione di gauge
infinitesima partendo da ¢ = 0 e x = 0. Al primo ordine nello sviluppo in potenze di

f < 1sihacosf=1esinf =0, per cui
/
(-0 — () -(a) 20
X 0 X vl

Quindi una trasformazione di gauge infinitesima € equivalente ad una ecci-
tazione infinitesima del campo y. Ma il potenziale e invariante per trasformazioni
di gauge, per cui deve essere anche invariante per eccitazioni infinitesime del campo Yy.
Quindi e possibile creare degli stati eccitati del campo x con energie (frequenze) arbitrari-
amente piccole. Cio significa che il campo x ha massa nulla e gli stati eccitati quantizzati
del campo x corrispondono a particelle prive di massa.

Il teorema di Goldstone [Gol61, Gol62] stabilisce un rapporto tra il numero dei
campi scalari privi di massa e il numero di gradi di liberta della simmetria che viene rotta
spontaneamente (nell’esempio precedente ad un grado di liberta della simmetria U(1)
corrisponde un bosone di Goldstone).

In preparazione alla derivazione della formulazione generale del teorema di Goldstone
esposta nella sezione seguente, notiamo che la matrice delle masse quadrate dei campi
“fisici” ¢ e x e data dalle derivate seconde del potenziale rispetto ai campi nello stato di

vuoto: . 2y

92 Dards 2m? 0

M* = (a% %ﬁ = ( 0 0) : (7.25)
Op1¢2 093 o=(9)

Quindi la matrice delle masse quadrate ¢ diagonale ed e chiaro che ha un autovalore nullo
corrispondente al bosone di Goldstone.
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7.2 Teorema di Goldstone

Consideriamo un gruppo di Lie G di ordine N, cioe avente N generatori T, (a = 1,..., N)
che obbediscono alle regole di commutazione

(T, Ty = i fapeTe (a,b=1,...,N), (7.26)
dove i numeri fg. sono le costanti di struttura del gruppo. Gli elementi g(6) € G sono
parametrizzati da un insieme 6 = (6y,...,60y) di N numeri reali 6, (a =1,..., N).

Consideriamo una rappresentazione n-dimensionale unitaria reale di G formata
da un insieme ®(z) di n campi scalari (o pseudoscalari) reali ¢;(z) (i =1,...,n):
¢1(x)
Do
D(z) = 2,( ) (7.27)
Pn ()
e da un insieme L = (Ly,...,Ly) di N matrici immaginarie nxn che costituiscono

la rappresentazione n-dimensionale dei generatori del gruppo® e soddisfano alle regole di
commutazione (7.26):

[La, L] = ifueLe (a,b=1,...,N). (7.28)

Ad ogni elemento g(f) € G corrisponde una matrice unitaria

U(9) = 'L = exp (z Z 0, La> (7.29)

che produce la trasformazione dei campi
P(z) — '(z) =U(0) P(x). (7.30)
La variazione di ® per una trasformazione infinitesima
Ule) ~1+ie- L, (7.31)
cone, <1 (a=1,...,N), e data da
0P=ie- LP=ie, L, D. (7.32)
Se il potenziale V(®) dei campi scalari ¢; € invariante per trasformazioni appartenenti
al gruppo G si ha
oV OV

= a¢l 6¢z =1 a—@ €a (La>ij ¢j . (733)

3Nell’esempio della sezione precedente c’e un solo generatore L = o9, per cui

0=0V

i i . cosf) —sinf
e Wl = ¢ ZGUz:I].COS@—’LO'QSHl9=< )

sinf  cosf
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Poiche gli €, sono numeri arbitrari, si ottiene un insieme di N equazioni:

ov

%(La)ijgf)j:O (CL:]_,...7N). (734)
Differenziando questa equazione rispetto a ¢ si ottiene
0?V ov
————— (La)ij 0+ =— (Lg)i =0 k=1,....,n;a=1,...,N). 7.35

Il valore di aspettazione nel vuoto (®) dell’insieme di campi ®(x) e tale che

Vi 20 (i=1...n). (7.36)
001 o)
Se (®) # 0 l'insieme di N equazioni (7.35) nel vuoto diventa
O*V
L6 =0  (k=1,....,n;a=1,...,N). 7.37
T3y, (9100 =0 N

Il potenziale V(®) puo essere sviluppato in serie di potenze di ® — (®):

V(D) = V(D) + 4; (D (®)), %

7

(@ — (@), M5 (@ —(®)),+ O[(2— ()] . (7:38)

Il termine costante V' ((®)) non ha nessuna importanza, mentre dalla (7.36) ¢ chiaro che

v
091 |o—a)

A =0 (i=1,...,n). (7.39)

Percio il primo termine rilevante del potenziale (7.38) ¢ quello quadratico nei campi
“fisici”

Vi = (@ —(®)i = ¢ — () (i=1,....n). (7.40)
Il potenziale per I'insieme di campi fisici
Ur1(z)
U(z) = w#w (7.41)
Un ()
e dato da |
V(W) = 5 i M2+ O[ud]. (7.42)

I termine quadratico nei campi ¢ il termine di massa, per cui la matrice M? ¢ la matrice
delle masse quadrate dei campi fisici ¢;. Dalla (7.38) & chiaro che i suoi elementi sono
dati da

Y a¢za¢J D=(P)

(i,j=1,...,n). (7.43)
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Quindi il sistema di equazioni (7.37) fornisce informazioni sulle masse dei campi ¥;:
M?L,(®)=0 (a=1,...,N). (7.44)

Se G’ ¢ il sottogruppo N’-dimensionale di G per il quale il vuoto & simmetrico e ha
generatori L, con a = 1,..., N’ allora L,(®) = 0 e la (7.44) non contiene nessuna
informazione sulle masse. Invece, per tutti gli altri N — N’ generatori L, con a =
N’ +1,...,N si ha L,(®) # 0, per cui la matrice delle masse quadrate M? ha N — N’
autovalori nulli. Quindi nella teoria ci sono N — N’ particelle a massa nulla (bosoni di
Goldstone).

Gli N — N’ generatori del gruppo G la cui azione sul vuoto non & nulla si chia-
mano generatori rotti spontaneamente ed il teorema di Goldstone dice che ad ogni
generatore rotto spontaneamente corrisponde un bosone di Goldstone privo
di massa. Dall’esempio esposto nel paragrafo precedente € chiaro che I’esistenza dei
bosoni di Goldstone € dovuta al fatto che la simmetria € nascosta.

Notiamo che i generatori che annullano il vuoto generano il sottogruppo G’ del gruppo
G le cui trasformazioni lasciano il vuoto invariante. Infatti, se L,(®) = 0 e Ly(P) = 0
anche [L,, Lp](®) = 0. D’altra parte, i generatori rotti non generano un gruppo (cio &
evidente dal fatto che 'identita, che deve essere contenuta in un gruppo, lascia il vuoto
invariante).

Il teorema di Goldstone, formulato nel 1961 [Gol61], per alcuni anni sembro implicare
che il processo di rottura spontanea della simmetria non e rilevante per la teoria delle
particelle elementari, perche non esiste nessun bosone a massa nulla. La situazione si
capovolse dopo che nel 1964 Higgs [Hig64, Hig66] e altri [Eng64, Gur64, Kib67] appli-
carono il meccanismo di rottura spontanea della simmetria alle teorie di gauge. In tal
caso, quando la simmetria viene rotta i bosoni di Goldstone scompaiono mentre un nu-
mero uguale di bosoni di gauge acquista una massa. In modo figurato si dice che i bosoni
di gauge “mangiano” i bosoni di Goldstone per acquistare massa. (Questo meccanismo ha
permesso a Weinberg [Wei67] e Salam [Sal68] di formulare nel 1967 una teoria consistente
delle interazioni elettrodeboli estendendo il modello di Glashow [Gla61] del 1961. Questa
teoria ¢ nota come Modello Standard delle interazioni elettrodeboli di Glashow,

Weinberg e Salam.

7.3 Il meccanismo di Higgs
Per illustrare il mecchanismo di Higgs [Hig64, Eng64, Gur64, Hig66, Kib67], consideriamo

I’esempio pit semplice possibile: la rottura spontanea della simmetria di gauge
U(1) della lagrangiana di un campo scalare carico ¢,

£= (D) (D6) — 12616~ A(@16)° — 3 F* . (7.45)

dove D, ¢ la derivata covariante
D,=0,+1ieA, (7.46)
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e F'" = gFAY — 9" A* & il tensore del campo elettromagnetico A*. La lagrangiana (7.45)
¢ invariante per le trasformazioni di gauge locali

¢(x) — ¢'(x) = e’ p(x) (7.47a)
A, = A=A, — %aﬂe(x) | (7.47b)

Se p? > 0, la lagrangiana (7.45) ¢ la lagrangiana dell’elettrodinamica quantistica per
un campo sclare carico di massa p. Supponiamo invece che si abbia p? < 0. In questo
caso il potenziale € minimo per

o) = () = = i (7.45)

7) = (¢) = —, con  v=1{/——. :
V2 A

I VEV (¢) del campo ¢(z) non ¢ invariante per le trasformazioni di gauge (7.47a) (in-

dipendentemente dal fatto che 6(z) sia costante o no). Quindi la simmetria U(1) & rotta

spontaneamente ed i campi fisici p(z), x(x) sono ottenuti sviluppando il campo ¢ attorno
al suo VEV:

() = % (v + () + zx(x)) ) (7.49)
Percio si ha
D,¢p = %(@m—eﬁl“ X) —i—i%[a“x—i-eAu(v—Ho)] , (7.50a)

(D) (D) = 3 (99 + 5 (0x)
+e A" [(v+¢)0x — xOup] + % A [(v+¢)?+x7],  (7.50b)
ole = % (v + 200+ 0" +x7%) . (7.50¢)

Tenendo conto che Av? = —p?; riscriviamo la lagrangiana (7.45) nella forma (trascuriamo
il termine addizionale irrilevante pt/4\)

L = (D,®)" (D"¢) — A (¢T¢ - ”;)2 - i F*"F,,. (7.51)
Utilizzando ora le (7.50), si ottiene
L= % (0p)* + % (0x)* = Av*¢* = Avp (¢* +x%) — 2 (* +x%)°
+ev A" 9, x + e A*(pdux — XOup) + % 2 A% (2v + )
— iF’“’ F. + % (ev)? A%. (7.52)

L’ultimo termine in questa espressione costituisce il risultato nuovo prodotto dal mecca-
nismo di Higgs. Infatti esso € un termine di massa per il campo di gauge A", che
in seguito alla rottura spontanea della simmetria ha acquistato una massa

ma=ev. (7.53)
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E importante notare che questo risultato e stato ottenuto senza violare la sim-
metria di gauge della lagrangiana, perche, come discusso nella sezione 7.1, nel mec-
chanismo di rottura spontanea la simmetria non e violata ma nascosta. Infatti, si puo
verificare che la lagrangiana (7.52) ¢ invariante per le trasformazioni di gauge (7.47b)
del campo A*(z) e le trasformazioni di gauge dei campi ¢(x), x(z) corrispondenti alla
trasformazione di gauge (7.47a) del campo ¢(z):

1
Ay — A, = A, =~ 0,0(a). (7.54a)
o — ¢ =cosb(v+¢)—sinfyx—v, (7.54b)
X — X =sinf (v+ ) +coshy. (7.54c)

Il campo ¢ ha una massa

my, = V202 = /=242, (7.55)

mentre il campo y sembrerebbe descrivere una particella priva di massa, cioe un bosone
di Goldstone, come nell’esempio discusso nella sezione 7.1. La presenza di un bosone di
Goldstone costituirebbe un problema per le teorie fisiche, perche in natura non esistono
particelle scalari prive di massa. Pero notiamo che i campi y e A* nella lagrangiana
(7.52) non rappresentano i campi fisici, cioe i campi che una volta quantizzati descrivono
le particelle osservate. Cio e dovuto alla presenza del primo termine nella seconda riga,

evA*0,x, (7.56)

che e quadratico nei campi y e A* e quindi rappresenta un termine di massa non-diagonale
che mescola i campi x e A*. Il motivo di questo mescolamento risulta chiaro se si pensa
al numero di gradi di liberta contenuto nella lagrangiana (7.52), che deve essere
uguale a quello contenuto nella lagrangiana equivalente di partenza (7.45). La lagrangiana
di partenza (7.45) contiene un campo scalare complesso con due gradi di liberta ed il
campo elettromagnetico privo di massa con due gradi di liberta corrispondenti alle due
polarizzazioni trasversali. Quindi il numero di gradi di liberta totale & quattro e deve
essere preservato nella lagrangiana (7.52). Invece sembrerebbe che la lagrangiana (7.52)
contenga cinque gradi di liberta: uno per il campo ¢, uno per il campo Y e tre per il campo
elettromagnetico, che ora ¢ massivo e quindi puo avere una polarizzazione longitudinale.
L’apparente incongruenza e risolta dall’osservazione del mescolamento dei campi y e A
che implica che i due campi non sono indipendenti. Percio i due campi xy e A" hanno un
totale di tre (non quattro) gradi di liberta.

Per trovare i campi corrispondenti alle particelle fisiche necessario elim-
inare il termine di massa non-diagonale (7.56). Il modo pin facile per ottenere
questo risultato & quello di scegliere una trasformazione di gauge (7.54) tale che
X' = 0 (cio ¢ possibile scegliendo opportunamente #(x)). In tal modo, la lagrangiana
(7.52) diventa

1 A 1
E(U) _ 5(890/)2—)\1}290/2—)\030/3—190/44—562/1/290’(211—1—@/)
1 v 1 2 2
— Z F,“ F;,u/ + 5 (6 ’U) A/ . (757)
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E importante sottolineare che la lagrangiana (7.57) non & invariante di gauge,
cioe essa ¢ valida solamente in una gauge particolare, detta gauge unitaria o gauge U
(perche il corretto numero di gradi di liberta appare esplicitamente e quindi
I’unitarieta della teoria & evidente). Infatti, con la scelta x’ = 0 l'informazione sul
campo Y e andata persa e non e piu possibile effettuare una trasformazione di gauge del
tipo (7.54). Nella gauge unitaria e evidente che il campo Y, che in una teoria senza una
simmetria di gauge corrisponde al bosone di Goldstone, in una teoria di gauge si trasforma
nella componente longitudinale del campo di gauge che acquista una massa. In modo figu-
rato, si dice che il campo di gauge ha mangiato il bosone di Goldstone (would-be
Goldstone boson) per trasformarlo nella sua componente longitudinale.

Quindi, gli stati fisici sono una manifestazione non simmetrica di una
lagrangiana simmetrica. Ovviamente, cio € dovuto al fatto che il vuoto non
rispetta la simmetria della lagrangiana e rompe la simmetria. Anche gli stati
fisici non rispettano la simmetria della lagrangiana, perche sono ottenuti dalla
quantizzazione delle oscillazioni dei campi attorno allo stato di vuoto.

La ragione profonda per la quale e possibile scegliere una gauge unitaria nella quale
il campo x non compare ¢ che, come abbiamo visto nella sezione 7.1, il campo Y cor-
risponde ad una trasformazione di gauge. Questo ¢ anche il motivo per cui in
una teoria non di gauge il campo y descrive bosoni di Goldstone privi di massa. Poiche
il campo x corrisponde ad una trasformazione di gauge, esso puo essere eliminato in
maniera elegante fin dall’inizio nella lagrangiana (7.45). Infatti, se scriviamo il campo
complesso ¢(x) in forma polare

¢(x) = pl(a) e, (7.58)

con p(x) e &(x) reali, possiamo scegliere una trasformazione di gauge (7.47) tale che
0(z) = —&(z), in modo che

¢(x) = ¢ (x) = e W ¢(x) = p(x), (7.59a)
A A= Ayt 0,6(1). (7.500)

La gauge scelta & la gauge unitaria, in cui il campo ¢'(x) = p(x) & reale. Nella gauge
unitaria la lagrangiana (7.45) diventa

| ——
LY = (Dyp) (D"p) = pip* = Ap* = L ™ F,,, (7.60)

Il potenziale € minimo per
plx) ={(p) = —= con v =1{/—"—. (7.61)

Poiche p(x) € reale, il suo sviluppo attorno al VEV ¢ dato da
1
) =—(v+¢'(2)). 7.62
plo) = 5 (v-+ /() (7.62)

Dal confronto con 1'eq.(7.49) si vede che adottando fin dall’inizio la gauge unitaria
il campo indesiderato x(z) & assente dalla lagrangiana. Percid & immediato ricavare
'espressione (7.57) per la lagrangiana nella gauge unitaria.
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Riassumendo, abbiamo visto che nel caso piu semplice possibile di rottura
spontanea della simmetria di gauge U(1) della lagrangiana di un campo scalare
carico il risultato dell’applicazione del meccanismo di Higgs € una teoria con-
tenente un campo scalare reale massivo, il bosone di Higgs, ed un campo di
gauge massivo. Il bosone di Goldstone prodotto dalla rottura spontanea della
simmetria € stato mangiato dal campo di gauge ed & stato trasformato nella
componente longitudinale del campo di gauge.

Per analogia, nel caso di teorie di gauge piu complicate, con Ng campi scalari ed un
gruppo di simmetria avente N generatori e Ng bosoni di Goldstone, uno per ciascun
generatore rotto spontaneamente, ci si aspetta che il bosone di Goldstone corrispondente
ad un certo generatore del gruppo di simmetria venga mangiato dal corrispondente campo
di gauge e venga trasformato nella sua componente longitudinale dandogli una massa.
Percio ci si aspetta che il risultato dell’applicazione del meccanismo di Higgs sia una
teoria contenente Ng campi di gauge massivi e N — Ng campi di gauge privi di massa,
corrispondenti ai generatori del gruppo di simmetria che annullano il vuoto (cioé che
generano trasformazioni che lasciano il vuoto invariante). Inoltre, ci si aspetta che la
teoria contenga Ng — Ng bosoni di Higgs massivi.

7.4 Rinormalizzabilita delle teorie di gauge

La rinormalizzabilita delle teorie di gauge nelle quali la simmetria e rotta spontanea-
mente con il meccanismo di Higgs ¢ stata dimostrata nel 1971 da t Hooft [Hoo71]. La
dimostrazione rigorosa ¢ molto difficile (vedi [Lee72, Abe73, Tay76]). In questa sezione
riassumiamo le idee fondamentali sulle quali e basato il metodo di rinormalizzazione delle
teorie di gauge (vedi [Man84]).

La seconda linea dell’eq.(7.57) ¢ la densita lagrangiana

w 1 v L, 2
L(A/) —_Z F,M Fl:l/_}_imA/ A, (763)
di un bosone vettore neutro con massa m 4 = ev, descritto dal campo A", 1l propagatore
di questo campo & simile al propagatore (5.35) del bosone W:

_guy+ ]j;fu
G*™, (k) =i Al 7.64
(A)( ) =1 12 —mi/ ( )

Percio nella gauge unitaria il propagatore del bosone di gauge contiene il termine
K"k /m?, che lo rende costante per |k?| — oo. Questo fatto sembrerebbe rendere la
teoria non rinormalizzabile. Invece si puo dimostrare che le teorie di gauge sono ri-
normalizzabili perche si verificano delle cancellazioni “miracolose” che riducono il grado
di divergenza dei diagrammi con loops che contribuiscono alle correzioni radiative delle
quantita misurabili.

La dimostrazione della rinormalizzabilita delle teorie di gauge nella gauge unitaria e
estremamente difficile. Invece, ¢ piu conveniente adottare una gauge di 't Hooft, nella
quale il termine k*k”/m?, ¢ assente dal propagatore del bosone di gauge.
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Consideriamo la quantita

1
0,A" — —evx, (7.65)

£

dove £ & un parametro. Per una trasformazione di gauge (7.54) la quantita (7.65) diventa
1 1
A" —evy =0,A" — =00 — gev [sin@(v + ) +cosb x| . (7.66)
e

E evidente che scegliendo opportunamente 6(x) & sempre possibile annullare questa quan-
tita. Poiche questa quantita puo essere annullata con una trasformazione di gauge e la
lagrangiana (7.52) & invariante per trasformazioni di gauge, & possibile aggiungere alla
lagrangiana il termine (7.65) o una sua potenza senza modificare il contenuto fisico della
teoria. Cio equivale ad una scelta di gauge (gauge fixing) e precisamente alla scelta
della gauge nella quale

1
0, A" = ¢ evy. (7.67)

Il parametro £ determina la gauge specifica in una famiglia di gauges dette gauges di t’
Hooft. Aggiungiamo alla lagrangiana (7.52) il termine di gauge fixing

1 1
_& <8MA“ —Zevy)’ = =2 (9,4 — = (ev)> X + vy A" (7.68)

2 £

Sommando il termine e v x 9,A* al termine indesiderato (7.56), si ottiene
evA* O, x +evx0,A" =evd, (A" X), (7.69)

che € una derivata totale e non ha nessun effetto fisico, per cui puo essere eliminata dalla
lagrangiana. Quindi, con I'aggiunta del termine (7.68) di gauge fixing, la lagrangiana
(7.52) diventa

A 2
£ — Lgi)) +£(§) +£Ei)) vy (902 4 XQ) A (902 n XQ)

x) 4
1
+ e A* (gp@ux — Xaugp) + 5 Ao (2u+yp), (7.70)
con
E(é) 1 " L 5 5
@) = 5 (0up) (") — 5 mi, o7, (7.71a)
1 1
Ll = 5 (0 (9"x) = 5 € ma X (7.71b)
| R— 1 §
Egi)) - _Z F“ F/_LIJ + 5 mi A2 - 5 (a“A“)2 ; (7716)
e
m, = V202 = /22, (7.72a)
ma =ev. (7.72b)

Poiche i termini quadratici nei campi ¢(z), x(x) e A*(z) sono disaccoppiati, questi tre
campi possono essere trattati in modo indipendente nella teoria perturbativa e possono
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essere quantizzati con il metodo canonico. I campi scalari reali p(x) e x(x) obbediscono
all’equazione di Klein-Gordon ed i loro propagatori nello spazio degli impulsi sono dati
dalle espressioni standard

)
G(<p)(k) = 2

2 2 s !
m¢+ze

(7.73a)

i
k2 —&1m?

G (k) = (7.73b)

Dall’espressione (7.71c) per la lagrangiana libera del campo di gauge, si trova che
'equazione di campo per A*(z) &
(O+m3) A* — (1-¢€)0"(9,A) =0. (7.74)
Questa equazione puo essere scritta nella forma
[(D +m2) g — (1= )0, ay] AV =0, (7.75)
dalla quale segue che il propagatore nello spazio degli impulsi e definito dall’equazione
(O m3) g — (1= €)8,0,| G5 (k) = 07 (7.76)
La soluzione generale di questa equazione ha la forma
Gh (k) = ia(k?) ¢" + i B(k*) k" k. (7.77)
Inserendo questa espressione nell’eq.(7.76) si trova

! oy _(1=€ 1

Percio il propagatore del bosone di gauge nello spazio degli impulsi e dato da

k* —m? +ie & ) k2= md

Per ¢ # 0 il propagatore (7.79) non contiene il termine k*k" /m? e il suo comportamento
asintotico e simile a quello del propagatore del fotone:

, i [ (1= KR
) s 1 () e

Quindi il propagatore (7.79) agisce come un fattore di convergenza nel calcolo degli in-
tegrali sui quadri-impulsi dei loops quando |k*| — oo e ci si aspetta che la teoria sia
rinormalizzabile come 'elettrodinamica quantistica. Questa aspettativa e confermata dal
calcolo rigoroso. Notiamo che la gauge con & = 1 viene chiamata gauge di Feynman,
mentre la gauge con £ — oo e chiamata gauge di Landau. Per £ — 0 il propaga-
tore (7.79) tende alla forma (7.64) del propagatore nella gauge unitaria ed il propagatore

a(k?) =
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(7.73b) del campo x(z) tende a zero, per cui il campo x(x) non contribuisce al calcolo
delle ampiezze di transizione.

Nelle gauges di 't Hooft compare il campo x(x) che era stato eliminato nella gauge
unitaria. Questo campo non corrisponde a nessuna particella reale, ma il suo propaga-
tore contribuisce al calcolo delle ampiezze di transizione e puo essere interpretato come
scambio di bosoni scalari virtuali, detti “ghosts”. E importante notare che i poli dei
propagatori (7.73b) e (7.79) per k* = £ 'm?% non sono fisici e si pud dimostrare che
si cancellano nel calcolo delle ampiezze di transizione (questo € il motivo per cui non
necessitano del termine +ie).
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Chapter 8

Il Modello Standard delle interazioni
elettrodeboli

8.1 Rottura della simmetria SU(2); x U(1)y

I1 Modello Standard di Glashow [Gla61], Weinberg [Wei67] e Salam [Sal68] ¢ una teoria
unificata delle interazioni elettrodeboli basata sul gruppo di simmetria SU(2), x U(1)y
rotto spontaneamente attraverso il meccanismo di Higgs.

Considerando solamente i leptoni, la lagrangiana del Modello Standard consiste
nella lagrangiana (6.68) del modello di Glashow alla quale viene aggiunto un
termine relativo ad un doppietto di isospin debole di campi scalari ed un
termine di accoppiamento tra i campi scalari ed i fermioni.

I campi scalari sono scelti in modo da rompere la simmetria e dare massa ai bosoni
W e Z, mantenendo il fotone privo di massa. Percio ci vogliono almeno 4 campi
scalari reali: tre campi scalari reali che generano tre bosoni di Goldstone
che vengono mangiati dai bosoni di gauge W e Z per acquistare massa ed
un campo scalare reale il cui VEV rompe la simmetria. La scelta del Modello
Standard e quella minimale del doppietto di Higgs

d)*(x))
d(x) = ) 8.1
dove ¢"(z) & un campo scalare complesso carico e ¢°(x) ¢ un campo scalare complesso

neutro. L’espressione dell'insieme I = (I3, I3, I3) che rappresenta i tre generatori di
SU(2),, nella rappresentazione di doppietto e data da

Id==5, (8.2)

]

L’azione della rappresentazione Y del generatore di U(1)y sul doppietto di Higgs ¢ definita
in modo da verificare la formula (6.66) di Gell-Mann—Nishijima:

YO =09, (8.3)
cioe il doppietto di Higgs ha ipercarica Y = +1. Quindi, la lagrangiana del Modello
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Is Y Q=L+7%
v, 1/2 0
o / 1
lr —1/2 -1
(g 0 —2 —1
+ 1/2 +1
o—|° / +1
¢° —1/2 0

Table 8.1: Autovalori di I3, dell’ipercarica Y e della carica ) per i multipletti leptonici e
per il doppietto scalare.

Standard (tenendo conto solamente dei leptoni) e

- T VR 1 v 1 v
£MS = Z (ZL@@Lg‘FZﬁRpgR) - ZA“ -ij - ZBH BHV
¢
+(D,®)" (D"®) — p? TP — ) (OTd)?
= > (L tn+Tro' Ly), (8.4)
¢
con pu? < 0, A > 0 e la derivata covariante (vedi 1’eq(6.56))
. . / Y
Dy=0u+igA, I+ig By (8.5)

Gli autovalori di I3, dell’ipercarica Y e della carica @) per i multipletti leptonici e per il
doppietto scalare sono riassunti nella Tabella 8.1.

La lagrangiana (8.4) ¢ invariante per le trasformazioni di gauge locali appartenenti al
gruppo SU(2), x U(1)y parametrizzate dal set di 3+1 parametri (6, 7), con 8 = (6, 02, 03),
(vedi le eq.(6.71))

Lszzexp(gg-z—gn)Le, (3.6a)
lp—lh=e"lg, (8.6b)
(b—>®’:exp<%ﬁ-z+%n)®, (8.6¢)
A 1= 1-v0) (4,1 0) U ), (3.64)
B, — BL =B, — ;@m(x) , (8.6e)

con
U9) = el (8.7)

Il termine nella terza riga della lagrangiana (8.4) ¢ chiamato termine di Yukawa
e rappresenta gli accoppiamenti tra gli scalari di Higgs ed i leptoni. Questo termine e
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scritto in modo da essere invariante per le trasformazioni di gauge (8.6) ed e necessario
perche nel processo di rottura spontanea della simmetria esso genera i termini di massa

per i leptoni carichi.

Consideriamo la seconda riga della lagrangiana (8.4) del Modello Standard:

Ly = (D,®)" (D'D) — 1 dTd — )\ (TD)?.

Il potenziale dei campi scalari e
V(®) = > &7 + \ (dTD)2.

con p? < 0e A > 0. Definiamo
12

e

(Y

(8.8)

(8.9)

(8.10)

Trascurando un termine addizionale irrilevante v*/4, il potenziale (8.9) puo essere scritto

nella forma

V(®) =\ (qﬂ@ - ”;)2 ,

per cui e evidente che il potenziale € minimo per

’U2

TP = — .
2

Scegliamo il VEV (®) lungo ¢° in modo che il vuoto abbia carica elettrica nulla:

)= (4) #0.
L= 7@ --= () 20,
L =@ == (1) 20,
(@)= (@) £ 0

Tnvece, Q<@>:(13+32/) <®>:%((1) 8) (S

e quindi

9 (D) = (D).

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14a)
(8.14b)

(8.14c¢)

(8.14d)

(8.15)

(8.16)

Percio il vuoto ¢ invariante per le trasformazioni di fase appartenenti al gruppo U(1)g

corrispondenti alla conservazione della carica elettrica. Percio la simmetria U(1)g €

N

conservata e cio implica 1’esistenza di un bosone di gauge di massa nulla, il
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fotone. Ovviamente questo ¢ il risultato desiderato ed e stato ottenuto scegliendo il VEV
(®) lungo il campo scalare neutro ¢°, in modo che il vuoto abbia carica elettrica nulla.
Per esplicitare il contenuto fisico della teoria, effettuiamo una trasformazione di gauge
in modo da ottenere 'espressione per la lagrangiana nella gauge unitaria, nella quale
compaiono esplicitamente i campi fisici. Scriviamo il doppietto di Higgs nella forma

o(a) = e (5 602 (4 Jriy) - 17)

dove &(z) = (&(2),&(x),&(x)) e H(z) sono quattro campi scalari reali (il v
nell’argomento dell’esponenziale ¢ necessario per questioni dimensionali). Il campo
H(z) descrive il bosone di Higgs. Dal confronto dell’espressione (8.17) per ®(z) con
I'espressione (8.6¢) per le trasformazioni di gauge di ®(z) ¢ evidente che I'insieme dei tre
campi {(x) puo essere eliminato con una trasformazione di gauge scegliendo

1
O(x) = - () e nx)=0. (8.18)
In tal caso,
1 0
! [ —
d'(z) = 5 (U+H(£L’)) (8.19)
e si ha
D/@/:L a_‘_ng/T‘i_zng/ @/
K \/§ R I ) | H
:L(aﬁég%ﬁég’ﬂ’& 59 (A1, —ids,) )( 0 )
V2 %g(A’lu—i-zA’Qu) au—%gAgu—i-%g’BL v+ H
1 =W, H
:_< 75 Wulo+H) ) (8.20)
\/é auH—ZmZN('U—i—H)

dove abbiamo definito il campo carico W, come (vedi I’eq.(6.76))

A, — i AL
W, = e (8.21)
V2
ed il campo neutro Z, come (vedi I'eq.(6.81a))
Z" = cosVw Ay, —sindy B, (8.22)
con 'algolo di Weinberg Jy tale che (vedi 'eq.(6.83))
g/
tan vy = =—. (8.23)
g
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8.1.1 Masse dei bosoni di gauge

Dal termine cinetico del doppietto di Higgs nella gauge unitaria si ottiene

g ¢
4 8 cos? vy
2,2 2,2

g-v g-v

T _wiwry L _——— 27, 2~
4 H +8C08219W a

1
(D, @) (D"®') = 3 (OH)* + == WIW* (v + H)* + Z, 7" (v+ H)?

1
=5 (0H)* +

2 2
v g°v
~— W'WtH + —— 7, 7" H
+ 2 K +4cos219w a
7

7., 7" H? . 8.24
8 cos2Vy M ( )

2
g t 2

+ T W, WHH” +

Percio, nella gauge unitaria i bosoni di gauge W e Z hanno i termini di massa

92 U2 92 ’U2

wiwH 7, 7" 8.25
4 K ’ 8 cos2 Oy M (8.25)
e le loro masse sono date da
gv guv
-7 =-_J° 8.26
mw 2 Mz 2 cos ( )
Definendo il parametro
mw
=" 8.27
P my cos Oy (8.27)
nel Modello Standard si ha
p=1. (8.28)
Nell’eq.(8.24) i termini
2 2
- g°v
-~ W'WtH Y —F——— 7 P H 8.29
2 H + 4 cos2 Oy M ( )

rappresentano gli accoppiamenti trilineari tra due bosoni di gauge ed il bosone di Higgs,

mentre 1 termini )

g 2
m Z,Z"H (8.30)

rappresentano gli accoppiamenti quadrilineari tra due bosoni di gauge ed due bosoni di
Higgs.

g9 1 2
ZWMW“H +

8.1.2 Masse dei leptoni carichi

Consideriamo ora il termine di Yukawa nella terza riga della lagrangiana (8.4). Nella
gauge unitaria esso diventa

£ = =3 g (G0t + Tt 1)
y4

_ _Z% [@(erH)é}ﬁ@(WrH)é’L}
4

gev— 9o -
= — =0V — V'V H. 8.31
;ﬁ ;ﬂ (8.31)
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Percio, nella gauge unitaria i leptoni carichi hanno i termini di massa

—% 70 ((=e 1), (8.32)

e le loro masse sono date da
g v
my = —— f = 6, 77— . 833

H termine ’
— E 0V H 8.34
) \/E ( )

rappresenta gli accoppiamenti trilineari tra i leptoni carichi ed il bosone di Higgs H.
Scrivendo questo termine nella forma

S ™7rn, (8.35)
v
l

si vede che ’accoppiamento di ciascun leptone carico con il bosone di Higgs e proporzionale
alla massa del leptone.

8.1.3 Massa del bosone di Higgs

Consideriamo il potenziale (8.9) dei campi scalari, scritto nella forma (8.11). Nella gauge
unitaria esso diventa

2\ 2
V(@) = A (cb’*@/ - “—)

2
_ ) v+ H)2 o2\’
B 2 2
A
:A02H2+)\UH3+ZH4. (8.36)
Il primo termine,
Av? H?, (8.37)
¢ il termine di massa del bosone di Higgs, la cui massa data da
my = V202 =+/—2u2. (8.38)

Poiché —p? & un parametro nuovo del modello standard, il suo valore non ¢ una ricon-
ducibile ad altre quantita gia misurate, e percio esso e tuttora sconosciuto e lo sara finche
il bosone di Higgs non verra rivelato sperimentalmente e la sua massa non verra misurata.

8.1.4 Correnti deboli cariche e neutre

Nella gauge unitaria, i termini nella prima riga della lagrangiana (8.4) del Modello
Standard diventano

_ __ 1w 1w
£§U):Z(iLHD/L2+M}%lD/€}%)—ZA’“ ‘AL~ - B"™B

1 - (8.39)
l
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Percid questi termini coincidono con la lagrangiana (6.68) del modello di Glashow e

possono essere trattati in maniera identica. Ne segue che
) _ pU) () (U) (U) ()

con

1
_ 02 / e
= A" A, - IB" B,

Ll = =5 VWl + T W),
(ew) NeE

£y = _mZ{%Z% ~T 7l + 25y T 7L},
14

8.1.5 Auto-accoppiamenti dei campi di gauge

Resta ancora da esprimere

E(U)

- | Y | —
(G)__ZA Ay -3 BB

!/
4 v

(8.40)

(8.41a)

(8.41D)

(8.41c)
(8.41d)

(8.41¢)

(8.42)

in termini dei campi di gauge fisici W#, Z* e A*. Con un calcolo ovvio, ma piuttosto

laborioso, si ottiene

L0 = — Ry B~ L P Y — L B
+ig costhy |FiY Z,W) = B, 2"W* + By Wi, |
tie [F AV = By, AW + P,
+ g cos? Oy [(WMZ“)(WJZ”) - (Wﬂwg)(zvzy)]

¢ | (W A(WIAY) = (WHW](AYA,)

+eg cos Py [(WuZ“)(WjA”) + (W Z9)(W,A”) =2 (W“WJ)(ZZ,A”)]

]' v
o0 [ i) — w2
con

Bl = 0"W" — "W,
Fy =9z — ' 7",
Fr = gAY — VA",
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8.2 Lagrangiana del Modello Standard nella gauge
unitaria

Dalle equazioni (8.24), (8.31), (8.36), (8.41), (8.43) si ottiene la lagrangiana completa
del Modello Standard nella gauge unitaria (omettendo i primi):

- 1
El(\fs) — E [V_gi@yg—i—f(i@—mg) E] — ZFMVF/W
l

1 , 1 1 ,
— ~ Fy, FY +§mQZZMZ“——FJVWF{fV +miy Wi W

4 2
1 1
+ 5 (0, H) (0"H) = 5y H?
U) U) U) U) U) U
+ Ligh) + Loy + Loy + Ly + Ll + Ly + Liot (8.45)
con
L =ed TAL, (8.46a)
l
o) g I - ) -
L) = =T cos i zg: {VZL v, — 0, 20, +2 sin® 9y Ze} , (8.46D)
U g S —
ngv%/) = G Z (T Wl + 0 W ver) (8.46¢)
l
A
Ll = —AvH? — TH (8.46d)
U) my -
Ll = - e, (8.46¢)
y4
v _ 9v g*v
£ =L —wiwrH Z, 7" H
(HE) 2 F + 4 cos? Oy
g* t 2 4 9 2
L wiweH Z, 7" H?, 8.46f
* 4 K 8 cos? Uy ( )

L) = ig cosdy [F‘ﬁ‘V”Z#WJ — B, ZMW + Fg”WgWV}
e | B AW = Fl,, AW+ Wi,
+ g% cos? ity (W, 2") (W) 2") = (W'W]) (2" 2,)]
et (WA (Wiar) — (W wh)(avA,)|
+eg cost |(W,Z")(WIA®) + (W) Z") (W, A%) = 2 (WHW])(Z,4%)|
+ % g’ [(WﬂW“)(WJWT”) - (WJW“)Q} (8.46g)
ed i parametri

A2 = —p? >0, (8.47a)
g sindy = ¢’ cosVy = e, (8.47b)
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my = —, 8.47¢c
‘=5 (8.47c)
gu ev
_JY _ A7d
T T Yty (847d)
gu ev myy
M2 =5 s Yw  sin20w  cosUy (847c)
my = V2 v2 =+/—2p2. (8.47f)
8.2.1 Conferme sperimentali del Modello Standard
Dalla relazione (8.47d) e dalla relazione (6.80),
Gr g9’
i 8.48
si ottiene s
v=(V2Gr)? ~ 246 GeV. (8.49)
Utilizzando il valore sperimentale di sin® dyy,
sin? Oy ~ 0.223, (8.50)
si ottiene una previsione teorica per le masse dei bosoni W e Z:
Virav
mw = o - 80 GeV, (8.51a)
V4
s =YY L 90GeV. (8.51h)
sin 20y

I bosoni We Z sono stati rivelato sperimentalmente per la prima volta nel 1983 dagli
esperimenti UA1 e UA2 al CERN ed i valori misurati per le loro masse sono consistenti
con i valori (8.51) previsti dal Modello Standard.

Storicamente la prima conferma sperimentale del Modello Standard e stata la scoperta
nel 1973 di processi deboli con correnti neutre. Oggi il Modello Standard e in accordo
con tutti i dati sperimentali ed i suoi parametri sono stati misurati con grande precisione
in numerosi esperimenti (vedi, per esempio, [Lea96]).

L’unico tassello mancante per una completa verifica sperimentale del Modello Stan-
dard ¢ la rivelazione del bosone di Higgs, la cui massa ¢ il solo parametro sconosciuto
della teoria. L’acceleratore di protoni LHC (Large Hadron Collider), che ¢ attualmente
in costruzione al CERN ed iniziera a funzionare dopo il 2005, ha come scopo principale
la rivelazione del bosone di Higgs.

8.3 Processi deboli con correnti neutre

I processi deboli con correnti neutre sono dovuti alla densita lagrangiana di interazione
(nella gauge unitaria)

Wy 9 ary g 5
L)) = — 5o () Z(a) (352)
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dove j%(x) & la corrente debole neutra
Jz(x) = I5(x) + hg(z), (8.53)

data dalla somma della corrente debole neutra leptonica {%(x) e quella adronica h%(z).
La corrente debole neutra leptonica ¢ data dall’eq.(8.46b):

7 = Z {%vauzL—E’yafL+2 SiHQﬁWZVQE} (8.54)

ZZ@#MT

e puo essere scritta nella forma

s = 2(13; — sin® zgm) , (8.55)
dove o
I§= > LI L, (8.56)
l=e,pu,T

con I3 = 713/2, e [& ¢ la corrente elettromagnetica (i leptoni e, p, 7 hanno carica elettrica
_1>
a=— Y [y"C. (8.57)
l=e,u,T

La densita lagrangiana (8.52) determina vertici di interazione del tipo

g9 g
2 cos Yy 2 cos Yy

vy l vy /¢ l /

(8.58)
Z Z

Le proprieta del campo Z%(x) sono analoghe a quelle del campo W*(z), salvo il fatto
che Z%(x), essendo neutro, & un campo hermitiano. Il suo propagatore nello spazio degli
impulsi nella gauge unitaria e

s KK
g-t—73
off . my

Le ampiezze dei processi deboli che avvengono tramite scambio del bosone Z si cal-
colano utilizzando regole di Feynman analoghe a quelle viste precedentemente. Un esem-
pio e dato dal processo

g
I 2 cos Uy vy
Z (8.60)
e 2cogl9w e



8.3.1 Limite di bassa energia

Anche nel caso di processi deboli con scambio del bosone Z & utile considerare il limite di
bassa energia, che trova la sua applicazione quando |¢?|/m% < 1 (¢* ¢ il quadri-momento
trasferito). Procedendo come per i processi con scambio di W=, si perviene ad una densita
lagrangiana efficace (alla Fermi)

2

(2) _ g . .
EF (I> - 4 COSﬁW mQZ ]Z(I>jza(x> . (861)

Utilizzando le relazioni (8.47e) e (8.48) si ottiene

LY () = G—\/g 7 (®) jza(2) - (8.62)

8.4 Corrente debole neutra adronica

La corrente debole neutra adronica puo essere scritta in analogia a quella leptonica nella
forma (8.55):

- <h§ — sin? Oy hf;m) , (8.63)
dove h¢, e la corrente elettromagnetica adronica
[e 2 e ]' YNV
hw=73 2 @1"a—3 D, a1« (8.64)
q=u,c,t q'=d s b

e d,s' b/ sono i campi dei quarks nella base ruotata introdotta nella sezione 4.3.3. La
corrente h§ ¢ la terza componente del tripletto di correnti adroniche associate all’isospin
debole:

= Y Lokl (5.65)

q=d s b

con i doppietti adronici di isospin debole

_ fur _f(cL [t
(). ne(1). me(l). e

che hanno ipercarica Y = 1/3. Gli autovalori di I3, dell'ipercarica Y e della carica @) per
i multipletti dei quarks sono riassunti nella Tabella 8.2.
La corrente h§ scritta esplicitamente in termini dei campi dei quarks e

a 1 —_— 1 YISV
h3—§ Z wy L =35 Z qr. 7 dr - (8.67)
q=u,c,t q'=d s b
Utilizzando le (8.64) e (8.66), la corrente debole neutra adronica (8.63) scritta esplicita-
mente in termini dei campi dei quarks e data da

— 4 : — PV 2 : T A
5= (qm CIL_§SH1219WC]7 q)+ > (—q/m q/L+§sm219wq“y q’)-

q=u,c,t qg=d sV

(8.68)
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I Y Q=5L+7%
L, = qL 1/2 13 2/3
4, —1/2 —~1/3
qr 0 4/3 2/3
¢ 0 —2/3 ~1/3

Table 8.2: Autovalori di I3, dell’ipercarica Y e della carica () per i multipletti dei quarks,
con (q,q') = (u,d'), (c,s), (t,V).

Tenendo conto delle definizioni (4.109) e (4.111), questa corrente puo essere scritta nella
forma

— 4 — — 2 —
hg = ULy~ U= 3 sin? Oy U~*U — D), +* D’L+g sin? vy D' y* D’ (8.69)
Poiche D' = VD (vedi I'eq.(4.104)) e VIV =1, si ha
a T A 4 202 TT A . o 2 202 A
hS, =UL~y UL—gsm Yw U~*U — Dy DL+§sm dw D~ D, (8.70)
cioe

4 . — — 2 : -
=y (q_L'yaqL—§SII1219Wq’y q>+ > (—qm ar+3 sin® Jyw 7y Q). (8.71)

g=u,c,t q=d,s,b

Quindi non vi sono termini di corrente debole neutra che inducono transizioni tra le tre
generazioni di quarks. Questa proprieta e detta meccanismo GIM (Glashow, Iliopoulos
& Maiani [Gla70]).
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Appendix A

Unita naturali

In unita ordinarie le costanti i e ¢ hanno le dimensioni

[h] = [E-t] , (A.1)

Le unita naturali sono definite dalla condizione
h=c=1. (A.3)

Questa condizione implica quindi che, in unita naturali, valgano le seguenti relazioni
dimensionali:

B = [t =[] . (A4)
Inoltre, dalla relazione relativistica energia-impulso, scritta in unita naturali,
E? =5 +m? (A.5)
si ricava che
[E] = [Ipl] = [m] . (A.6)
Per la conversione numerica tra le diverse grandezze in unita naturali e utile usare la
formula
hec=197Mev - fm , (A.7)
che, in unita naturali, si riduce a
197Mev - fm = 1. (A.8)
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Appendix B

Quadri-vettori e metrica

Consideriamo uno spazio vettoriale a 4 dimensioni. Gli elementi di questo spazio vet-
toriale si chiamano quadri-vettori. Il quadri-vettore v ha componenti controvarianti
vt = (00, v, v?, v3), dove v° & la componente temporale e v!, v? v? sono le compo-
nenti spaziali', le quali si trasformano come le componenti di un tri-vettore euclideo
7 = (v', v?, v*) per rotazioni spaziali. Le componenti covarianti v, = (vg, v1, v, v3) del
quadri-vettore v sono legate alle componenti controvarianti dalla relazione

Uy = G U, (B.1)

dove g e’ il tensore metrico, con componenti covarianti g,, date da

Guv =

(B.2)

oo o~
oo~ o
|
o= oo
—_—o oo

Percio, le componenti covarianti e controvarianti del quadri-vettore v sono legate dalle
relazioni
vy =", v =—vF (k=1,2,3). (B.3)

Le componenti controvarianti (¢*) del tensore metrico sono date dalla relazione

9" G = 9y » (B4)
con
1000
01 00
9, = (B.5)
0010
0001
!Per gli indici quadri-dimensionali, che vanno da 0 a 3, usiamo lettere greche u, v, p, ..., mentre gli
indici tri-dimensionali, che vanno da 1 a 3, usiamo lettere romane k, i, j, .... Usiamo anche la notazione

secondo la quale quando un indice € ripetuto in uno stesso termine ¢ implicita la somma sui suoi valori.
Ad esempio
ut v, =uvy +ul vy +ulve +ud vy .
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Percio

1 0 0 0
0-1 0 O
p _ _
0 0 0 -1
Il prodotto scalare tra due quadri-vettori u, v € dato da
u-v=u,v" =utv, = g, ut v’ =g u,v, =u 0’ — a7, (B.7)

I quadri-vettori si dividono in tre gruppi, a seconda del segno della loro norma v? = v - v,

v? >0 quadri-vettori di tipo tempo (B.8a)
v? =0 quadri-vettori di tipo luce (B.8b)
2 <0 quadri-vettori di tipo spazio (B.8c)

Una trasformazione di Lorentz L(A) agisce sui quadri-vettori trasformando un quadri-

vettore v in un quadri-vettore v’
V= AF 07 (B.9)

in modo da mantenere invariante la norma dei quadri-vettori:
v =0 = Guw Ny N g0 0 = gog ool . (B.10)
Cio implica che le matrici A*, devono soddisfare alla relazione
G N N5 = Gap - (B.11)

La trasformazione inversa della (B.9) e

v =N (B.12)

“w

come si verifica immediatamente utilizzando la (B.11).
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