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Prefazione

Queste dispense ripercorrono quanto svolto a lezione durante l’insegnamento di Complementi
di Meccanica Quantistica, che tengo dall’a.a. 2022/23. Per ampie parti si basano
sulle note dei docenti degli anni precedenti. In particolare, sono in debito con Mauro
Anselmino, Domenico Barbato e Marco Billò per aver condiviso il loro materiale con me.
Ovviamente, la responsabilità di qualsiasi inesattezza possa essere presente è solo mia
(e ringrazio anticipatamente gli studenti per tutte le segnalazioni che mi arriveranno).

Queste dispense sono scritte in forma di note, non di libro. Ciò significa che in alcuni
passaggi vengono forniti forse eccessivi dettagli relativamente ai passaggi matematici,
a scapito di ampiezza e profondità di discussione relativamente ai temi affrontati in
maniera più discorsiva durante le lezioni. Inoltre, non vi sono riferimenti bibliografici
nel testo. Per questi, come per una trattazione più dettagliata ed approfondita degli
argomenti, si rimanda al libro consigliato per il corso:

� Gauge Theories in Particle Physics, volume 1, I.J.R. Aitchison, A.J.G. Hey, Graduate
Student Series in Physics
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Chapter 1

Richiami iniziali

Obiettivo primario di questo insegnamento è l’apprendimento dei fondamenti della Meccanica
Quantistica Relativistica e della Teoria dei Campi. Verrà introdotta l’Elettrodinamica
Quantistica e il punto d’approdo sarà il calcolo di sezioni d’urto nei processi di interazione
elettromagnetica, al prim’ordine perturbativo. Si concluderà con brevi cenni sulla trattazione
quantistica delle forze nucleari e sul contenuto del Modello Standard di fisica delle
particelle.

Prima di affrontare tali argomenti è però necessario recuperare i concetti fondamentali
alla base della Meccanica Quantistica non relativistica e della Relatività Ristretta. Esse
rappresentano il nostro punto di partenza e si può dire che la loro combinazione sarà il
cuore del corso.

1.1 Richiami di Meccanica Quantistica

Riprendiamo i concetti base della Meccanica Quantistica, fondamentali per le discussioni
future:

1 - Un sistema quantistico è descritto da uno stato |ψy che è un elemento dello spazio
di Hilbert e può essere rappresentato usando diverse basi. Spesso lo stato di un sistema
fisico è descritto attraverso una funzione d’onda ψpqi, sα; tq, la quale è in generale una
funzione complessa dei gradi di libertà classici qi del sistema (ad esempio, la posizione),
del tempo t e di ogni altro grado di libertà addizionale “interno” sα (ad esempio, lo
spin).

2 - Le osservabili fisiche sono rappresentate da operatori hermitiani che agiscono
sullo spazio degli stati. I più semplici esempi sono forniti dagli operatori posizione e
impulso che, nello spazio delle posizioni, assumono la forma:

x̂i “ xi ; p̂i “ ´i~
B

Bxi

e per i quali ricordiamo la relazione di commutazione fondamentale:
“

x̂i, p̂i
‰

“ i~δij

1



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

3 - Uno stato |ψny, rappresentabile tramite una funzione d’onda ψnpq; s; tq è autostato
di un operatore Ω̂ se

Ω̂ |ψny “ ωn |ψny , (1.1)

dove l’autovalore ωn è in generale un numero complesso. Se l’operatore Ω̂ è hermitiano,
cioè se soddisfa Ω̂: “ Ω, e può dunque corrispondere ad un’osservabile fisica, i suoi
autovalori ωn sono reali. Inoltre l’insieme dei suoi autostati |ψny forma una base orto-
normale (O.N.) completa:

#

xψn|ψm|ψn|ψmy “ δnm (ortonormalità) ,
ř

n |ψny xψn| “ 1 (completezza) .
(1.2)

Nel linguaggio delle funzioni d’onda, queste proprietà si riscrivono come
#

pψn, ψmq ”
ş

dDxψ˚np~xqψmp~xq “ δnm ,
ř

n ψnp~xqψ
˚
np~yq “ δDp~x´ ~yq ,

(1.3)

per un sistema definito in D dimensioni spaziali.
Indicheremo a volte la misura di integrazione dDx come dV . Il fatto che |ψny sia una
sistema completo significa che ogni stato |ψy si può decomporre attraverso:

|ψy “
ÿ

n

cn |ψny , (1.4)

con cn P C.
4 - I possibili risultati di una misura dell’osservabile Ω̂ sono i suoi autovalori ωn. Il

valor medio di Ω̂ in una serie di misure effettuate nel medesimo stato |ψy, rappresentato
da una funzione d’onda ψpxq, è

xψ| Ω̂ |ψy “
ż

dDxψ˚p~xqΩ̂ψp~xq . (1.5)

Lo stato |ψy è normalizzato, cioè si ha

1 “ xψ|ψ|ψ|ψy “

ż

dDx |ψp~xq|2 . (1.6)

Possiamo calcolare il valor medio xψ| Ω̂ |ψy espandendo lo stato |ψy nella base degli
autostati di Ω̂:

xψ| Ω̂ |ψy “
ÿ

n,m

c˚ncm xψn| Ω̂ |ψmy “
ÿ

n,m

c˚ncmωm xψn|ψm|ψn|ψmy

“
ÿ

n

|cn|
2 ωn , (1.7)

2



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la relazione di ortonormalità (1.2). Questo
implica che |cn|

2 rappresenta la probabilità di ottenere il valore ωn effettuando una misura
di Ω̂ nello stato |ψy. Tale interpretazione si applica anche all’operatore di posizione e
porta all’interpretazione della funzione d’onda come ampiezza di densità di probabilità
di posizione:

ρp~xq ” |ψp~xq|2 “ densità di probabilità di posizione. (1.8)

Dalle definizioni di cui sopra risulta evidente che, in uno spazio tridimensionale, la
funzione d’onda abbia dimensioni L´3{2, mentre la densità di probabilità abbia dimensioni
L´3.

5 - L’evoluzione temporale del sistema è determinata, nella formulazione tramite la
funzione d’onda, dall’equazione di Schrödinger :

i~
Bψ

Bt
“ Ĥψ . (1.9)

Nel caso di una particella di massa m soggetta ad un potenziale Ûp~xq, quest’equazione
assume la forma

i~
Bψp~x, tq

Bt
“

ˆ

´
~2

2m
∇2 ` Ûp~xq

˙

ψp~x, tq , (1.10)

Possiamo cominciare ad intuire perchè questa equazione non sia relativistica: vi compaiono
infatti derivate prime rispetto al tempo e seconde rispetto allo spazio, mentre in un’equazione
relativistica le coordinate spazio-temporali vengono trattate tutte allo stesso modo.

6 - Partendo dall’equazione di Schrödinger e definendo la densità di corrente di
probabilità:

~j ” ´
i~

2m

´

ψ˚~∇ψ ´ p~∇ψ˚qψ
¯

, (1.11)

si ottiene l’equazione di continuità (verificare per esercizio o rivedere da MQ1):

Bρ

Bt
` ~∇ ¨~j “ 0 . (1.12)

La versione finita di questa equazione, usando il teorema della divergenza, è

d

dt

ż

V
ρ dV “ ´

ż

Σ

~j ¨ ~n dΣ . (1.13)

Considerando un volume V corrispondente a tutto lo spazio a disposizione del sistema
il secondo membro si annulla, in quanto le ψ sono nulle al contorno e quindi lo è anche
~j. Si ottiene cos̀ı dal primo membro:

d

dt

ż

V
|ψp~x; tq|2 dV “ 0 ,

3



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

ovvero, la probabilità totale è conservata (non vi può essere flusso di corrente di probabilità
attraverso il bordo) e la probabilità è sempre normalizzata a 1 in tale spazio (come
richiesto da una buona definizione di probabilità).

Notiamo anche che, in generale, quando vale l’equazione di continuità 1.12 (e la
corrente al bordo è nulla), si può definire una carica Q “

ş

dV ρ che è conservata nel
tempo, dQ{dt “ 0.

1.1.1 Perturbazioni dipendenti dal tempo

Consideriamo un sistema la cui Hamiltoniana può essere scritta come

Ĥ “ Ĥ0 ` Ûptq , (1.14)

dove Ĥ0 è indipendente dal tempo e Ûptq rappresenta una piccola perturbazione. Supponiamo
di conoscere lo spettro (cioè gli autovalori) e le autofunzioni di Ĥ0:

Ĥ0unp~xq “ Enunp~xq . (1.15)

Le autofunzioni unp~xq corrispondono a soluzioni stazionarie φnp~x, tq dell’equazione di
Schrödinger imperturbata:

i~
Bφn
Bt

“ Ĥ0φn , (1.16)

con

φnp~x, tq “ unp~xqe
´iEnt~ . (1.17)

Notiamo che l’insieme delle funzioni φn può essere scelta in modo da formare una base
ortonormale completa. Cerchiamo ora di risolvere l’equazione di Schrödinger completa

i~
Bψ

Bt
“ Ĥψ (1.18)

con l’hamiltoniana Ĥ definita in eq. (1.14). La funzione d’onda ψp~x, tq può venire
espansa nella base degli stati stazionari di Ĥ0, φn:

ψp~x, tq “
ÿ

n

anptqφnp~x, tq . (1.19)

Otteniamo cos̀ı

i~
ÿ

n

B

Bt
panptqφnp~x, tqq “

ÿ

n

anptq
´

Ĥ0 ` Ûptq
¯

φnp~x, tq (1.20)

da cui, utilizzando la (1.16), segue

i~
ÿ

n

dan
dt

φn “
ÿ

n

anÛφn . (1.21)

4



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

Dividendo per i~ e prendendo il prodotto scalare con uno stato imperturbato φm abbiamo

ÿ

n

dan
dt

pφm, φnq “
1

i~
ÿ

n

an

´

φm, Ûφn

¯

(1.22)

da cui, usando l’ortonormalità della base φn ed esplicitando il prodotto scalare, otteniamo

dam
dt

“
1

i~
ÿ

n

an

ż

d3xφ˚mp~x, tqÛp~x, tqφnp~x, tq . (1.23)

Questa è una formula esatta, che si può integrare formalmente rispetto al tempo ottenendo

amptq ´ amptiq “
1

i~
ÿ

n

ż t

ti

dt1anpt
1q

ż

d3xφ˚mp~x, t
1qÛp~x, t1qφnp~x, t

1q . (1.24)

Supponiamo che lo stato al tempo iniziale t “ ti sia uno degli stati stazionari imperturbati:

ψp~x, tiq “ φip~x, tiq ô anptiq “ δni . (1.25)

Supponiamo inoltre che Ûptq sia piccolo (rispetto all’energia dello stato iniziale). Allora
anche anptq ´ anptiq è piccolo e nel membro di destra della (1.24) possiamo rimpiazzare,
al prim’ordine perturbativo,

anptq Ñ anptiq “ δni . (1.26)

Consideriamo il tempo finale t “ tf , e usiamo l’indice f invece dell’indice m, assumendo
che f ‰ i. Dunque nel membro di sinistra della (1.24) abbiamo

af ptf q ´ af ptiq “ af ptf q . (1.27)

Infatti f ‰ i implica af ptiq “ 0, vedi la (1.25). Per definizione, af ptf q è il coefficiente

dello stato imperturbato φf p~x, tq – autostato di Ĥ0 con energia Ef – nell’espansione
dello stato ψp~x, tf q. Esso rappresenta quindi l’ampiezza di probabilità che il sistema,

inizialmente nello stato imperturbato φi, sotto l’influsso della perturbazione Ûptq venga
a trovarsi al tempo tf nello stato φf . Per tale ragione passiamo a denotarlo come

afiptf q . (1.28)

Al prim’ordine perturbativo otteniamo dunque dalla (1.24) l’espressione dell’ampiezza
afi come

afiptf q “
1

i~

ż tf

ti

dt ei
pEf´Eiq

~ t

ż

d3xu˚f p~xqÛp~x, tquip~xq (1.29)

“ ´
i

~

ż

dt ei
Ef
~ t xf | Û |iy e´i

Ei
~ t , (1.30)

5



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

dove abbiamo usato Eq. (1.17). Questa struttura ricorrerà anche nella trattazione
perturbativa delle teorie di campo che considereremo più avanti (il fatto che sia presente
un’integrazione in d3x dt rende immediata la generalizzazione al caso relativistico).

Tipicamente considereremo situazioni in cui la perturbazione agisce per un tempo
limitato, ovverossia in cui tf ´ ti è molto maggiore del tempo tipico in cui Ûptq ‰ 0, e
quindi possiamo utilizzare la trattazione di cui sopra in cui stati iniziale e finale sono
imperturbati. In pratica prendiamo il limite in cui ti Ñ ´8 e tf Ñ8.

Analizziamo due importanti casi particolari.

� Perturbazione indipendente dal tempo. In tal caso l’integrale sul tempo nell’equazione
(1.29) si riduce ad una rappresentazione della delta di Dirac:

ż

dt ei
pEf´Eiq

~ t “ 2π~ δpEf ´ Eiq (1.31)

cos̀ı che otteniamo

afi “
2π

i
δpEf ´ Eiq

´

uf , Ûui

¯

. (1.32)

La transizione, dunque, può avvenire solo tra stati degeneri.

� Perturbazione oscillante. Supponiamo che il potenziale di perturbazione sia della
forma

Ûp~x, tq “ U0p~xq e´iωt ` U :0p~xq e`iωt . (1.33)

In questo caso l’integrale sul tempo è dato da

ż

dt ei
pEf´Ei˘~ωq

~ t “ 2π~ δpEf ´ Ei ˘ ~ωq . (1.34)

Dunque l’energia dello stato finale può solo essere

Ef “ Ei ¯ ~ω . (1.35)

La transizione può dunque avvenire solo se tale condizione è compatibile con
lo spettro delle energie En, e quindi solo per specifiche frequenze. Quando la
transizione è possibile, il sistema

– assorbe un quanto di energia ~ω se il fattore oscillante è del tipo expp´iωtq;

– emette un quanto di energia ~ω se il fattore oscillante è del tipo exppiωtq.

1.1.2 Lo spin

In M.Q. non relativistica lo spin è un numero quantico intrinseco, introdotto per spiegare
l’effetto Zeeman anomalo e vari altri fenomeni. Esso fornisce agli stati un grado di libertà

6
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discreto aggiuntivo. Nel caso di particelle di spin 1{2, come gli elettroni, l’operatore di
spin è dato da:

~̂S “
~
2
~σ , (1.36)

dove

σx “ σ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, σy “ σ2 “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, σz “ σ3 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

(1.37)

sono le matrici di Pauli. Le componenti dello spin soddisfano la stessa algebra del
momento angolare (lo spin è anche chiamato momento angolare intrinseco):

”

Ŝx, Ŝy

ı

“ i~Ŝz , . . . (ciclicamente) , (1.38)

che si può anche scrivere, utilizzando il simbolo di Levi-Civita εijk, completamente
antisimmetrico e con ε123 “ 1, come

”

Ŝi, Ŝj

ı

“ i~ εijk Ŝk . (1.39)

[Per completezza ricordiamo anche l’espressione dell’operatore momento angolare
orbitale in tre dimensioni: L̂x “ ŷp̂z ´ ẑp̂y , L̂y “ ẑp̂x ´ x̂p̂z , L̂z “ x̂p̂y ´ ŷp̂x.]

L’operatore di spin agisce su un fattore bi-dimensionale dello spazio degli stati, con
vettori di base per i quali vengono usate varie notazioni:

|1y “ |Òy “
ˆ

1
0

˙

“ χ` ; |2y “ |Óy “
ˆ

0
1

˙

“ χ´ . (1.40)

Tali vettori di base sono autostati della terza componente dello spin, Ŝz. Si ha infatti

Ŝz |Òy “
~
2
|Òy ,

Ŝz |Óy “ ´
~
2
|Óy . (1.41)

Un generico stato di spin (usando ora la notazione in termini di vettori bidimensionali)
sarà

χ “ a`χ` ` a´χ´ , (1.42)

con i coefficienti a˘ che soddisfano la condizione di normalizzazione

|a`|
2
` |a´|

2
“ 1 . (1.43)

Il grado di libertà di spin è superimposto agli altri (posizione, etc...). Ad esempio, per
un elettrone nell’atomo di idrogeno la funzione d’onda prenderà la forma

ψnlmpr, θ, ϕqχ˘ . (1.44)

7
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1.2 Richiami di Relatività Speciale

1.2.1 Relatività Galileiana

Il principio di relatività della meccanica classica consiste nell’assumere che le leggi della
meccanica abbiano la stessa forma per tutti gli osservatori inerziali. Siccome la legge
fondamentale della dinamica, m~a “ ~F per una particella, coinvolge le accelerazioni, le
trasformazioni di coordinate che le lasciano invariate sono le seguenti.

� Traslazioni temporali (1 parametro). Corrispondono alla relazione tra i sistemi di
riferimento di due osservatori che scelgono diverse origini per l’asse dei tempi.

� Traslazioni spaziali (3 parametri). Mettono in relazione due osservatori che scelgono
diverse origini spaziali.

� Rotazioni spaziali (3 parametri). Collegano le coordinate scelte da osservatori che
differiscono per una rotazione rigida degli assi spaziali prescelti.

� Trasformazioni di Galileo (3 parametri):

~x1 “ ~x´ ~vrt , (1.45)

dove ~vr è la velocità relativa, costante, tra i due osservatori. Da questa relazione
segue la legge di composizione delle velocità:

~v1 “ ~v ´ ~vr , (1.46)

mentre le due accelerazioni coincidono: ~a1 “ ~a. Queste trasformazioni lasciano
dunque invariata la legge fondamentale della dinamica classica.

Si può facilmente vedere che queste trasformazioni formano un gruppo1, detto gruppo
di Galileo, che ha 10 parametri e rappresenta il gruppo di invarianza della meccanica
classica.

1.2.2 Postulati della Relatività Ristretta

La relatività galileiana viene rivisitata da Einstein, assumendo due postulati:

1 - Principio di relatività (ristretta): tutte le leggi fisiche, e non solo quelle della
meccanica classica, devono avere la stessa forma per tutti gli osservatori inerziali (cioè
in tutti i sistemi di riferimento che si muovono l’uno rispetto all’altro di moto rettilineo
uniforme).

2 - Costanza della velocità della luce: la velocità della luce nel vuoto ha lo
stesso valore c “ 2.9979ˆ 108 m/s in tutti i sistemi di riferimento inerziali.

1Brevemente, un gruppo è un insieme dotato di un’operazione binaria (legge di composizione) tale
che: a) vale la proprietà associativa, b) esiste un elemento neutro e c) per ogni elemento esiste l’inverso.
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Le trasformazioni di Galileo sono chiaramente incompatibili con l’assunzione della
costanza della velocità della luce.

L’invariante relativistico Perché i due assunti siano compatibili, è necessario che le
trasformazioni tra osservatori in moto relativo uniforme siano modificate rispetto a quelle
di Galileo, date in eq. (1.45). Consideriamo due “eventi”, cioè due punti dello spazio
tempo che hanno coordinate pt, ~xq e pt` dt, ~x` d~xq secondo un osservatore inerziale O.
La modifica dev’essere tale che la quantità

ds2 “ c2dt2 ´ d~x2 (1.47)

rimanga invariata per qualsiasi altro osservatore inerziale. In particolare, per un raggio
luminoso qualsiasi osservatore inerziale ha ds2 “ 0, perchè ciò gli attribuisce la velocità
|d~x|{dt “ c.

Notazione quadri-dimensionale Introduciamo la coordinata x0 “ ct, che ha le
dimensioni di una lunghezza, e consideriamo il quadrivettore colonna x di componenti
xµ, con µ “ 0, 1, 2, 3. Analogamente indichiamo come dx il vettore colonna di componenti
dxµ. Introduciamo inoltre la matrice

η “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

. (1.48)

Gli elementi di questa matrice, che indichiamo come ηµν con µ, ν “ 0, 1, 2, 3, sono noti
come “tensore metrico” o semplicemente “metrica” di Minkowski. Esplicitamente, η00 “

1, η11 “ η22 “ η33 “ ´1, mentre tutte le altre componenti sono nulle. L’invariante ds2

si può ora riscrivere in termini matriciali come

ds2 “ dxT η dx . (1.49)

In componenti, questo viene riscritto usualmente, impiegando la convenzione di Einstein
sugli indici ripetuti per esprimere il prodotto matriciale, come

ds2 “ ηµνdx
µdxν . (1.50)

Infatti, effettuando i prodotti matriciali, si ha facilmente

dxT η dx “ pdx0 dx1 dx2 dx3q

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

dx0

dx1

dx2

dx3

˛

‹

‹

‚

“ pdx0q2 ´ pdx1q2 ´ pdx2q2 ´ pdx3q2 “ c2dt2 ´ d~x2 “ ds2 . (1.51)

9



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

1.2.3 Trasformazioni relativistiche

Le simmetrie spazio-temporali della meccanica e dell’elettromagnetismo corrispondono
dunque alle trasformazioni che preservano l’invariante relativistico ds2, cioè alle trasformazioni
che formano il gruppo di invarianza della metrica di Minkowski η, detto gruppo di
Poincaré, il quale contiene due sottogruppi, il gruppo delle traslazioni spazio-temporali
e il cosiddetto gruppo di Lorentz. Il gruppo di Poincaré è l’analogo relativistico del
gruppo di Galileo.

Traslazioni spazio-temporali Tra le trasformazioni che lasciano invariato ds2 vi sono
ovviamente le traslazioni spazio-temporali

x1µ “ xµ ` aµ , (1.52)

che dipendono da 4 parametri reali aµ; le differenze infinitesime infatti non cambiano in
tal caso, e si ha dx1µ “ dxµ, come già visto nel caso Galileiano.

Trasformazioni di Lorentz Consideriamo ora trasformazioni lineari omogenee

x1µ “ Λµνx
ν , (1.53)

ovverosia, in notazione matriciale x1 “ Λx. Sotto queste trasformazioni si ha

ds12 “ dx1T η dx1 “ dxT ΛT ηΛ dx , (1.54)

che è uguale a ds2 se la matrice Λ soddisfa la condizione

ΛT ηΛ “ η , (1.55)

cioè se preserva il tensore metrico. Si può vedere che tali matrici hanno 6 componenti
indipendenti (in 3 ` 1 dimensioni spazio-temporali). Tre di questi parametri possono
essere scelti come gli angoli che parametrizzano le rotazioni spaziali, che già facevano
parte delle invarianze Galileiane; gli altri tre sono collegate alle trasformazioni dette
“boosts”.

Le rotazioni spaziali sono date da t1 “ t, ~x1 “ R~x dove R è una matrice 3 ˆ 3
ortogonale, RTR “ 1, che dipende da 3 parametri angolari. In questo caso la matrice Λ
ha la forma diagonale a blocchi

Λ “

ˆ

1 0
0 R

˙

. (1.56)

I boost invece rimpiazzano le trasformazioni di Galileo tra osservatori inerziali in
moto relativo uniforme e dipendono dalle tre componenti della velocità relativa. Esse
agiscono non banalmente sul tempo e su una o più delle coordinate spaziali. Le trasformazioni
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che collegano le coordinate usate da due osservatori in moto relativo uniforme con
velocità v lungo, per esempio, l’asse x ” x1 sono descritte dalla matrice di Lorentz

Λ “

¨

˚

˚

˝

γ ´βγ 0 0
´βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

, (1.57)

e hanno dunque la forma

x10 “ γpx0 ´ βx1q ,

x11 “ γp´βx0 ` x1q ,

x12 “ x2 ,

x13 “ x3 , (1.58)

dove

β “
v

c
, γ “

1
a

1´ β2
. (1.59)

Il termine γ è anche detto fattore di Lorentz.

Tutte le leggi della fisica che sono valide in un sistema di riferimento inerziale
devono essere invarianti rispetto alle equazioni di trasformazione sopra introdotte, le
quali presentano alcune interessanti caratteristiche.

� Innanzitutto sono riconducibili alle trasformazioni di Galileo (1.45) nel limite
v{c Ñ 0; la relatività galileiana è dunque inclusa nella relatività ristretta come
caso particolare.

� È immediato vedere come γ, e di conseguenza x1 e t1, tendano all’infinito per
v Ñ c, cioè non è possibile avere sistemi di riferimento in moto reciproco con
velocità superiore a c.

� La coordinata spaziale x compare nella legge di trasformazione di t. Da questo
segue la relatività della simultaneità degli eventi, ovvero se due eventi hanno
coordinate p ~x1, t1q,p ~x2, t2q gli istanti a cui saranno osservati da un osservatore C1:

t1
1 “ γ

`

t1 ´
v

c2
x1

˘

t2
1 “ γ

`

t2 ´
v

c2
x2

˘

non coincideranno anche se t1 “ t2.

� Le trasformazioni di Lorentz non sono singolari (esiste cioè la trasformazione
inversa ottenibile ponendo v Ñ ´v) e formano un gruppo (in quanto la successione
di due trasformazioni di Lorentz è ancora una trasformazione di Lorentz).
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Trasformazioni discrete

Vi sono delle trasformazioni isolate, cioè non dipendenti da parametri continui, che in
modo ovvio preservano l’invariante ds2, quadratico sia in dt che in d~x. Tra di esse vi è
la parità temporale

T : x0 Ñ ´x0 , (1.60)

rappresentata dalla matrice

ΛT “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

“ ´η , (1.61)

che ovviamente soddisfa la condizione (1.55). Similmente vi è la parità spaziale

P : ~xÑ ´~x , (1.62)

rappresentata dalla matrice

ΛP “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

“ η . (1.63)

ed ovviamente la composizione delle due, ovverossia la parità su tutte le coordinate:

PT : xµ Ñ ´xµ , (1.64)

rappresentata dalla matrice

ΛPT “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

“ ´1 . (1.65)

Le trasformazioni di Lorentz che si ottengono componendo tali trasformazioni discrete
con gli elementi del gruppo ristretto (rotazioni e boost) formano il gruppo di Lorentz
Op1, 3q. Aggiungendo le traslazioni si ha il gruppo di Poincarè.

1.2.4 Formalismo tensoriale

Le leggi fondamentali della meccanica e dell’elettromagnetismo devono essere invarianti
sotto il gruppo di Poincaré, e in particolare sotto il gruppo di Lorentz. Per poter
descrivere le teorie fisiche e le loro equazioni è necessario organizzarne gli elementi in
oggetti che hanno ben definite proprietà di trasformazione sotto il gruppo di Lorentz, a
partire dai quali si possono formare quantità invarianti seguendo delle semplici regole.
Il formalismo tensoriale è dunque utile a distinguere le proprietà geometriche e fisiche
intrinseche del sistema fisico da quelle che semplicemente dipendono dalle coordinate.
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Quadrivettori controvarianti La quantità aµ che si trasformano come xµ (e quindi
come dxµ) sono dette quadri-vettori controvarianti; per essi usiamo anche la notazione
matriciale a per indicare il vettore colonna di componenti aµ. Sotto trasformazioni di
Lorentz si ha dunque

aµ Ñ Λµνa
ν , (1.66)

cioè, in notazione matriciale,

aÑ Λa . (1.67)

Esempio: la quadrivelocità Il tempo proprio τ è definito attraverso ds2 “ c2dτ2

(corrispondente ad una particella a riposo, per cui d~x “ 0). Dalla definizione, vediamo
che dτ è un invariante relativistico. Se lo utilizziamo per parametrizzare la traiettoria di
una particella, in un qualsiasi S.R. inerziale con coordinate xµ, come xµpτq, la “velocità”
rispetto al tempo proprio

uµ “
dxµ

dτ
(1.68)

si trasforma esattamente come xµ sotto una trasformazione del gruppo di Lorentz:

uµ Ñ Λµνu
ν . (1.69)

Quadrivettori covarianti Gli operatori di derivazione rispetto a xµ, cioè B{Bxµ –
spesso indicati come Bµ – si trasformano in modo inverso a dxµ. Questo lo si può vedere
applicandoli ad una funzione scalare delle coordinate fpxq. La funzione trasformata f 1

dev’essere tale che f 1px1q “ fpxq. Dunque si ha

Bfpxq

Bxµ
Ñ
Bf 1px1q

Bx1µ
“
Bxν

Bx1µ
Bfpxq

Bxν
“

`

Λ´1
˘ν

µ

Bfpxq

Bxν
. (1.70)

Gli oggetti bµ che si trasformano come Bµ sono detti quadri-vettori covarianti. Useremo
la notazione b per indicare il vettore colonna di componenti bµ. Sotto trasformazioni di
Lorentz abbiamo dunque

bµ Ñ bν
`

Λ´1
˘ν

µ
, (1.71)

cioè, in notazione matriciale,

bÑ
`

Λ´1
˘T
b . (1.72)

Esempio: il quadrimpulso Per una particella, la convenzione qui usata è tale che
nel S.R. di riposo il quadrimpulso si riduce a

pµ Ñ pmc,~0q . (1.73)
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In un S.R. collegato a quello a riposo da un boost di parametro `~v, esso diventa, usando
la (1.71) e la forma esplicita dei boosts (1.58),

pµ “ pγmc,´γm~vq ” pE{c,´~pq . (1.74)

Nel limite non-relativistico, in cui v{c ! 1 si ha

γ “
1

b

1´ v2

c2

„ 1`
1

2

v2

c2
` . . . (1.75)

per cui l’energia relativistica E “ p0 c diventa

E “ γmc2 „ mc2

ˆ

1`
1

2

v2

c2
` . . .

˙

“ mc2 `
1

2
mv2 ` . . . (1.76)

ovvero l’energia cinetica più la celeberrima energia di riposo mc2. Le componenti spaziali
dell’impulso relativistico si riducono a

~p “ γm~v „ m~v ` . . . . (1.77)

Tensori In generale, vi sono quantità tensoriali

Wµ1...µm
ν1...νn (1.78)

che si trasformano indipendentemente come vettori controvarianti per ogni indice alto e
come vettori covarianti per ogni indice basso.

Alzare e abbassare gli indici Ad ogni vettore controvariante aµ possiamo associare
un vettore covariante ottenuto abbassando gli indici con la metrica:

aµ “ ηµνa
ν , cioè a “ ηa . (1.79)

Infatti questo oggetto si trasforma come segue2:

a “ ηaÑ ηΛa “
`

Λ´1
˘T
ηa “

`

Λ´1
˘T
a , (1.81)

cioè proprio come un vettore covariante.
Similmente si possono “alzare gli indici” utilizzando la metrica inversa ηµν (questa è
la notazione usata per gli elementi della matrice η´1, che nel caso della metrica di
Minkowski (1.48) coincide con η).

2La proprietà fondamentale delle trasformazioni di Lorentz, eq. (1.55), può essere riscritta come

ηΛ “
`

Λ´1
˘T
η . (1.80)
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Invarianti formati tramite contrazioni Dati un vettore controvariante a ed un
vettore covariante b il loro prodotto scalare

aT b “ aµbµ “ a ¨ b (1.82)

è invariante sotto le trasformazioni di Lorentz. Infatti, usando le (1.72,1.67),

aT bÑ aTΛT
`

Λ´1
˘T
b “ aT b . (1.83)

Dati due vettori controvarianti aµ e bµ si può dunque formare l’invariante

aµηµνb
ν “ aµbµ . (1.84)

In effetti, l’invariante relativistico fondamentale ds2 è proprio di questo tipo:

ds2 “ dxµηµνdx
ν . (1.85)

Similmente, dati due vettori controvarianti cµ e dµ si può costruire l’invariante cµη
µνdν “

cµd
µ.
Se i due vettori coincidono questo invariante è la norma quadra a2 ” aµaµ “ aTa.

Esempio 1: norma quadra del quadrimpulso

p2 “ pµp
µ “ pµη

µνpν “ pp0q
2 ´ p~pq2 “

E2

c2
´ p~pq2 . (1.86)

Essendo un invariante, ha lo stesso valore in ogni S.R.I., e in particolare nel S.R. a riposo
in cui p1µ “ pmc,~0q. Dunque

p2 “ pp1q2 “ m2c2 . (1.87)

Dal confronto delle due equazioni precedenti segue la relazione di mass-shell

E2 “ m2c4 ` ~p2c2 . (1.88)

Esempio 2: D’Alambertiano È scalare sotto Lorentz anche l’operatore differenziale
delle equazione delle onde con velocità c

BµB
µ “ Bµη

µνBν “
B2

Bx2
0

´
ÿ

i

B2

Bx2
i

“
1

c2

B2

Bt2
´ p~∇q2 ” l . (1.89)

cioè l’operatore di D’Alembert.

Per concludere la sezione, abbiamo dunque capito che equazioni tensoriali del tipo:

Aµν “ Bµν (1.90)
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sono equazioni covarianti, cioè hanno la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento
inerziali. Infatti l’azione di una trasformazione di Lorentz agisce allo stesso modo su
entrambi i membri e pertanto l’uguaglianza è mantenuta. Tutte le leggi fisiche possono
allora essere scritte nel formalismo tensoriale, cosa che ne garantisce la validità in
tutti i sistemi di riferimento inerziali come richiesto dal principio di relatività. Tale
formalismo permette immediatamente di riconoscere se una relazione tra grandezze può
rappresentare una legge fisica.

1.3 Richiami di Elettromagnetismo

1.3.1 Equazioni di Maxwell

Nella teoria classica dell’elettromagnetismo le relazioni tra campo elettrico ~Ep~x, tq, campo
magnetico ~Bp~x, tq, densità di carica ρp~x, tq e densità di corrente di carica ~jp~x, tq sono
espresse dalle equazioni di Maxwell, qui riportate in forma differenziale:

~∇ ¨ ~E “ ρ (1.91)

~∇ˆ ~E “ ´
1

c

B ~B

Bt
(1.92)

~∇ ¨ ~B “ 0 (1.93)

~∇ˆ ~B “
1

c
~j `

1

c

B ~E

Bt
(1.94)

Notare che sono state utilizzate le unità di Heaviside-Lorentz3, per le quali rEs “ rBs.

1.3.2 Potenziali scalare e vettore

I campi ~E e ~B hanno in totale sei componenti. Possiamo ridurre i gradi di libertà a
quattro, utilizzando le due equazioni omogenee, Eqs. 1.92 e 1.93. Le quattro quantità
indipendenti vengono solitamente organizzate attraverso un potenziale scalare V ed
un potenziale vettore ~A, definiti mediante:

$

’

&

’

%

~B “ ~∇ˆ ~A

~E “ ´~∇V ´ 1

c

B ~A

Bt

(1.95)

3Il sistema di Heaviside-Lorentz consiste nel normalizzare ε0 “ 1, ovvero nel riassorbire un fattore
?
ε0

nella definizione della carica elettrica. Ricordando che
?
ε0 µ0 “ 1{c, nelle unità di Heaviside-Lorentz si

ha inoltre
?
µ0 “ 1{c, quindi nelle equazioni di Maxwell l’unica costante che compare è la velocità della

luce c.

16



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

Verifichiamo che ciò soddisfa automaticamente Eqs. 1.92 e 1.93:

~∇ ¨ ~B “ ~∇ ¨ ~∇ˆ ~A

“ 0

~∇ˆ ~E “ ´~∇ˆ
`

~∇V
˘

´
1

c
~∇ˆ

ˆ

B ~A

Bt

˙

“ ´
1

c

B

Bt

`

~∇ˆ ~A
˘

“ ´
1

c

B ~B

Bt

Ricordando l’operatore d’Alambertiano

l ”
1

c2

B2

Bt2
´∇2 ,

riscriviamo le altre due equazioni di Maxwell, Eqs. 1.91 e 1.94, in funzione dei potenziali:
$

’

’

&

’

’

%

lV ´
1

c

B

Bt

ˆ

1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A

˙

“ ρ

l ~A` ~∇
ˆ

1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A

˙

“
1

c
~j

(1.96)

Abbiamo utilizzato ~∇ˆ
´

~∇ˆ ~A
¯

“ ´p~∇q2 ~A` ~∇
´

~∇ ¨ ~A
¯

. L’insieme delle (1.95) e (1.96)

sono note come equazioni di Maxwell per i potenziali.

1.3.3 Il gauge di Lorenz

I potenziali V e ~A non sono definiti in modo univoco dalla relazione con ~E e ~B appena
introdotta. Infatti, scelta una generica funzione χp~x, tq, i campi ~E e ~B non cambiano
sotto la seguente trasformazione di gauge:

$

&

%

V ÝÑ V 1 “ V ´
1

c

Bχ

Bt
~A ÝÑ ~A1 “ ~A` ~∇χ

(1.97)

Verifichiamolo:

~B1 “ ~∇ˆ ~A1 “ ~∇ˆ
`

~A` ~∇χ
˘

“ ~∇ˆ ~A “ ~B

~E1 “ ´~∇V 1 ´ 1

c

B ~A1

Bt
“ ´~∇

ˆ

V ´
1

c

Bχ

Bt

˙

´
1

c

B

Bt

`

~A` ~∇χ
˘

“ ´~∇V ´ 1

c

B ~A

Bt
“ ~E

Possiamo sfruttare questa libertà di gauge fissando la funzione χp~x, tq in modo da
semplificare le equazioni di Maxwell non omogenee (1.96). Una diffusa e comoda scelta
è rappresentata dal gauge di Lorenz:

1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A “ 0 (1.98)
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sotto il quale le Eqs.(1.96) cessano di essere accoppiate e assumono la forma:

$

&

%

lV “ ρ

l ~A “
1

c
~j

(1.99)

Vediamo ora qual come ottenere χp~x, tq per soddisfare il gauge di Lorenz. Partiamo da
potenziali qualsiasi V ed ~A, che non soddisfano tale condizione, con una trasformazione
di gauge 1.97 otteniamo dei potenziali V 1 ed ~A1 tali che

0 “
1

c

BV 1

Bt
` ~∇ ¨ ~A1 “ 1

c

B

Bt

ˆ

V ´
1

c

Bχ

Bt

˙

` ~∇ ¨
`

~A` ~∇χ
˘

“
1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A´lχ (1.100)

È dunque sufficiente scegliere χ tale che

lχ “
1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A . (1.101)

È importante anche notare che la condizione di Lorenz fissa solo parzialmente il
gauge, cioè non esaurisce completamente la libertà di gauge espressa in (1.97). Infatti
operando un’ulteriore trasformazione dove ora vale lχ “ 0, si vede chiaramente dai
risultati in Eq. 1.100 che la condizione di Lorenz in Eq. (1.98) resta valida.

1.4 Formulazione covariante dell’elettro-magnetismo

A differenza delle leggi della meccanica classica, le equazioni di Maxwell possono essere
direttamente scritte in forma covariante, senza dover essere modificate.

Definiamo il quadripotenziale come un vettore covariante

Aµ “ p´V, ~Aq , (1.102)

a cui corrisponde il vettore controvariante

Aµ “ p´V,´ ~Aq . (1.103)

Trasformazioni di gauge Le trasformazioni di gauge (1.97) in termini del quadripotenziale
si riscrivono semplicemente come

Aµ Ñ Aµ ` Bµχ . (1.104)

Infatti, usando la definizione (1.102), questo corrisponde a

p´V, ~Aq Ñ p´V, ~Aq ` p
1

c
Btχ, ~∇χq , (1.105)

cioè alle trasformazioni (1.97).
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Il gauge di Lorenz (1.98) si scrive come

BµA
µ “ 0 . (1.106)

Infatti questo corrisponde, tenendo conto della (1.103), a

0 “ B0A
0 ` BiA

i “ ´
1

c

BV

Bt
´
BAx

Bx
´
BAy

By
´
BAz

Bz
, (1.107)

cioè all’espressione (1.98) del gauge di Lorentz:

1

c

BV

Bt
` ~∇ ¨ ~A “ 0 . (1.108)

Equazioni di Maxwell nel gauge di Lorenz Introduciamo la quadricorrente

jν “ pρc,~jq . (1.109)

attraverso la quale possiamo riscrivere le equazioni inomogenee di Maxwell come:

BµpB
µAν ´ BνAµq “ ´

1

c
jν (1.110)

si semplificano nel gauge di Lorenz a BµB
µAν “ ´1

c j
ν , cioè

lAν “ ´
1

c
jν . (1.111)

1.4.1 Onde elettromagnetiche

Consideriamo le equazioni di Maxwell nel gauge di Lorenz, eq. (1.111) nel vuoto, cioè
con jµ “ 0. Esse sono semplicemente

lAµ “
1

c2

B2Aµ
Bt2

´ p~∇q2Aµ “ 0 . (1.112)

Ogni componente Aµ con µ “ 0, 1, 2, 3 soddisfa dunque l’equazione delle onde con
velocità c. Una base di soluzioni è fornita dalle onde piane

Aµpxq “ aµpkq eik¨x , (1.113)

dove

kµ “ p´ω{c,~kq (1.114)

è un quadrivettore covariante contentente la frequenza angolare ω e il vettore numero
d’onda ~k. Dunque

eik¨x “ e´iωt`i~k¨~x . (1.115)
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L’equazione di Maxwell (1.112) si traduce nella relazione di dispersione che lega ω e ~k.
Infatti, le onde piane sono autofunzioni dell’operatore Bµ con autovalore ikµ:

Bµeik¨x “ iBµ pkνx
νq eik¨x “ ikνδ

ν
µeik¨x “ ikµeik¨x . (1.116)

Esse sono dunque anche autofunzioni del d’Alambertiano l “ BµBµ:

l eik¨x “ ´k2 eik¨x . (1.117)

Imponendo l’equazione (1.112) sull’espressione (1.113) conduce alla richiesta che il quadrivettore
kµ sia on shell :

k2 “ ω2{c2 ´ ~k2 “ 0 , (1.118)

ovverossia che valga la relazione di dispersione

ω2 “ c2~k2 . (1.119)

A livello quanstistico, secondo il modello di Planck e Einstein, un’onda elettromagnetica
di definiti ω e ~k ha una natura duale di particella, il fotone, con energia e impulso dati
da

E “ ~ω , ~p “ ~~k . (1.120)

In altre parole, il fotone corrispondente ad un onda caratterizzata da kµ ha quadrimpulso

pµ “ ~kµ . (1.121)

Data la proporzionalità universale tra queste due grandezze, spesso il quadrivettore k
viene indicato direttamente come quadrimpulso dell’onda, specialmente quando si usa il
sistema di unità naturali in cui ~ “ 1 che introdurremo a breve.

1.4.2 Tensore di campo elettromagnetico

Sappiamo che i campi elettrici e magnetici possono venire scritti in termini dei potenziali.
Nella formulazione covariante, essi vengono descritti dal tensore antisimmetrico

Fµν “ BµAν ´ BνAµ . (1.122)

Un tensore antisimmetrico generico a 4 indici ha p4ˆ3q{2 “ 6 componenti, tanti quante le
componenti di ~E e ~B. Tramite la (1.122) tali sei componenti sono espresse in termini delle
quattro componenti del quadripotenziale, e soddisfano automaticamente le equazioni di
Maxwell omogenee. Determiniamo la corrispondenza delle componenti Fµν coi campi
elettromagnetici. Se scegliamo ad esempio gli indici µν “ 01, abbiamo

F01 “ B0A1 ´ B1A0 “
1

c

BAx

Bt
`
BV

Bx
“ ´Ex , (1.123)

20



CHAPTER 1. RICHIAMI INIZIALI

dove nel secondo passaggio abbiamo utilizzato la definizione del quadripotenziale, eq.
(1.102), e nell’ultimo eq. (1.95) . Tenendo conto dell’antisimmetria di Fµν e utilizzando
la metrica η per alzare gli indici4 abbiamo dunque

F01 “ ´F10 “ ´F
01 “ F 10 “ ´Ex . (1.124)

Similmente otteniamo

F02 “ ´F20 “ ´F
02 “ F 20 “ ´Ey ,

F03 “ ´F30 “ ´F
03 “ F 30 “ ´Ez . (1.125)

Se scegliamo invece dua indici spaziali, ad esempio µν “ 23, abbiamo

F23 “ B2A3 ´ B3A2 “
BAz

By
´
BAy

Bz
“

´

~∇ˆ ~A
¯x
“ Bx . (1.126)

Similmente si procede per le coppie di indici 31 e 12. Cos̀ı troviamo

F23 “ ´F32 “ F 23 “ ´F 32 “ Bx ,

F31 “ ´F13 “ F 31 “ ´F 13 “ By ,

F12 “ ´F21 “ F 12 “ ´F 21 “ Bz . (1.127)

In forma matriciale, abbiamo dunque

Fµν “

¨

˚

˚

˝

0 ´Ex ´Ey ´Ez

Ex 0 Bz ´By

Ey ´Bz 0 Bx

Ez By ´Bx 0

˛

‹

‹

‚

. (1.128)

Siccome, dalla sezione precedente, sappiamo come trasforma un tensore, si possono
immediatamente ottenere le leggi di trasformazione dei campi elettromagnetici che formano
le componenti del tensore elettromagnetico.

Il campo duale Il tensore di campo duale è definito come

F̃µν “ ´
1

2
εµνρσFρσ , (1.129)

dove εµνρσ è il simbolo di Levi-Civita quadridimensionale, completamente antisimmetrico,
per il quale assumiamo la convenzione che ε0123 “ ´1, e quindi, abbassando gli indici,
ε0123 “ 1.5

4Ogni volta che si alza o abbassa un indice di tipo spaziale la metrica inserisce un segno meno.
5Il simbolo di Levi-Civita è un tensore invariante per trasformazioni di Lorentz proprie, per le quali

det Λ “ 1. Cambia invece segno sotto trasformazioni di parità.
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Il tensore duale contiene gli stessi gradi di libertà del tensore di campo Fµν , cioè i campi
elettrici e magnetici, solo riarrangiati. In particolare, ad esempio, abbiamo

F̃ 01 “ ´
1

2
ε01ρσFρσ “ ´

1

2

`

ε0123F23 ` ε
0132F32

˘

“ F23 “ Bx , (1.130)

dove nel secondo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto che gli indici ρ e σ possono
solo prendere i valori 2 o 3 perché tutti gli indici del simbolo di Levi-Civita devono essere
diversi per non avere zero, e nell’ultimo passaggio abbiamo usato la (1.127). Similmente
avviene per F̃ 02 “ By e F̃ 03 “ Bz. Abbiamo inoltre

F̃ 23 “ ´
1

2
ε23ρσFρσ “ ´

1

2

`

ε2301F01 ` ε
2310F10

˘

“ ´ε2301F01

“ F01 “ ´E
x , (1.131)

dove abbiamo usato il fatto che ε2301 “ ´ε0123 “ 1 perché i due ordinamenti degli indici
sono collegati da un numero dispari di scambi e poi la relazione (1.124). Analogamente
si trova F̃ 31 “ ´Ey e F̃ 12 “ ´Ez. In notazione matriciale abbiamo in definitiva

F̃µν “

¨

˚

˚

˝

0 Bx By Bz

´Bx 0 ´Ez `Ey

´By `Ez 0 ´Ex

´Bz ´Ey `Ex 0

˛

‹

‹

‚

. (1.132)

Dal confronto con la forma del tensore Fµν – ricavato dalla (1.128) alzando gli indici –
vediamo che

F̃µνp ~E, ~Bq “ Fµνp ~B,´ ~Eq . (1.133)

Equazioni di Maxwell Possiamo scrivere le equazioni di Maxwell in maniera estremamente
sintetica come l’insieme di otto equazioni:

$

&

%

BµF
µν “ ´

1

c
jν

BµF̃µν “ 0
(1.134)

Diamo anche una scrittura alternativa, della seconda equazione:

BµFνρ ` BνFρµ ` BρFµν “ 0 . (1.135)

Consideriamo per esempio rµνρs “ r123s, nel qual caso si ha

0 “ B1F23 ` B2F31 ` B3F12 “
BBx

Bx
`
BBy

By
`
BBz

Bz
“ ~∇ ¨ ~B , (1.136)
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cioè l’equazione di Maxwell omogenea (1.93).
Possiamo poi avere l’indice temporali e due indici spaziali. Ad esempio, con rµνρs “ r012s
si ottiene

0 “ B0F12 ` B1F20 ` B2F01 “
1

c

BBz

Bt
`
BEy

Bx
´
BEx

By
“

1

c

BBz

Bt
`

´

~∇ˆ ~E
¯z

. (1.137)

Similmente, i casi r013s e r023s ci danno le altre componenti dell’equazione vettoriale

1

c

B ~B

Bt
` ~∇ˆ ~E “ 0 , (1.138)

cioè dell’equazione di Maxwell omogenea (1.92).

Per ricavare le equazioni di Maxwell inomogenee (1.91) e (1.94) poniamo ν “ 0 nella
prima equazione di (1.134)

BiF
i0 “ ´

1

c
j0 “ ´ρ . (1.139)

Tenendo conto delle (1.124,1.125) questa corrisponde a

~∇ ¨ ~E “ ρ . (1.140)

Scegliendo invece ν pari a un indice spaziale, ad esempio ν “ 1, abbiamo

B0F
01 ` B2F

21 ` B3F
31 “ ´

1

c
j1 . (1.141)

Utilizzando le equazioni (1.124,1.127) questa diventa

1

c

BEx

Bt
´ ByB

z ` BzB
y “ ´

1

c
jx , (1.142)

cioè la componente x dell’equazione vettoriale

~∇ˆ ~B ´
1

c

B ~E

Bt
“

1

c
~j . (1.143)

Le altre componenti sono ottenute scegliendo ν “ 2, 3.

Invarianti quadratici nella field strength A partire dal tensore di campo Fµν si può
costruire un’espressione invariante che è molto importante in quanto rappresenta, come
vedremo più avanti, la densità Lagrangiana della teoria classica del campo elettromagnetico.
Tale invariante è

FµνF
µν “ 2F0iF

0i ` FijF
ij , (1.144)
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dove il coefficiente 2 è dovuto al contributo in cui gli indici 0 e i sono scambiati. Tenendo
conto della (1.124) abbiamo

2F01F
01 “ ´2pExq2 ; (1.145)

analogamente accade per i “ 2, 3. Utilizzando la (1.127) troviamo

F12F
12 ` F21F

21 “ 2pBzq2 . (1.146)

Similmente accade per le altre due coppie di indici spaziali. In definitiva, dunque,
abbiamo

FµνF
µν “ 2

´

| ~B|2 ´ | ~E|2
¯

. (1.147)

Possiamo anche costruire una seconda espressione quadratica invariante sotto trasformazioni
proprie di Lorentz, cioè

F̃µνFµν . (1.148)

Con un semplice calcolo si trova che

F̃µνFµν “ ´4 ~E ¨ ~B . (1.149)

Questa quantità, a differenza di FµνFµν , cambia segno sotto parità.

1.4.3 Formule riassuntive

Riassumiamo di seguito le principali equazioni e definizioni del formalismo covariante,
tensoriale, classico dell’elettromagnetismo.

Definizione quadricorrente e quadripotenziale jµ “
`

cρ,~j
˘

, Aµ “ p´V, ~Aq

Relazione tra tensore di campo e potenziale Fµν “ BµAν ´ BνAµ

Equazioni di Maxwell

$

&

%

BµF
µν “ ´

1

c
jν

BµF̃µν “ 0

Trasformazioni di gauge Aµ Ñ A1µ “ Aµ ` Bµχ

Gauge di Lorenz BµA
µ “ 0 Ñ lAµ “ ´

1

c
jµ

1.5 Interazione di una particella carica con il campo e.m.

Vogliamo ora ricavare l’equazione di Schrödinger per una particella interagente con il
campo elettromagnetico. Il risultato che otterremo avrà una grande importanza nel
prossimo capitolo. Cominciamo ricapitolando la trattazione classica.
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Hamiltoniana e Lagrangiana classiche

La forza di Lorentz che agisce su una particella di carica q e velocità ~v in moto in un
campo elettro-magnetico è data da:

~F “ q
`

~E `
1

c
~v ˆ ~B

˘

(1.150)

Per descrivere questa interazione nel formalismo Hamiltoniano o Lagrangiano è necessario
utilizzare i potenziali V ed ~A. In particolare, il termine magnetico è proporzionale a

~v ˆ ~B “ ~v ˆ p~∇ˆ ~Aq “ vi ~∇Ai ´ viBi ~A , (1.151)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo scritto Bi per B{Bxi e usato la relazione, valida per
qualsiasi terna di vettori ~a, ~b e ~c, che non assumiamo commutare fra di loro:

~aˆ p~bˆ ~cq “ ai~b c
i ´ p~a ¨~bq~c , (1.152)

dove gli indici ripetuti (“contratti”) sono da intendersi sommati. Questa relazione segue
utilizzando l’espressione in componenti del prodotto esterno:

´

~aˆ p~bˆ ~cq
¯i
“ εijkajp~bˆ ~cqk “ εijkajεklmb

lcm . (1.153)

Per il tensore di Levi-Civita vale la seguente proprietà, facilmente verificabile:

εkijεklm “ δilδ
j
m ´ δ

i
mδ

j
l . (1.154)

Tenendo conto anche del fatto che εijk “ εkij , la (1.153) diventa

´

~aˆ p~bˆ ~cq
¯i
“

´

δilδ
j
m ´ δ

i
mδ

j
l

¯

ajb
lcm “ ajb

icj ´ ajb
jci , (1.155)

che coincide con la proprietà (1.152).

Le equazioni del moto per la particella soggetta alla forza (1.150) sono dunque

m~a “ ~F “ ´q~∇V ´ q

c

B ~A

Bt
`
q

c

´

vi ~∇Ai ´ viBi ~A
¯

. (1.156)

dove m è la massa della particella e ~a “ 9~v “ :~x la sua accelerazione.

Queste equazioni del moto seguono dalla semplice Hamiltoniana:

H “
1

2m

´

~p´
q

c
~A
¯2
` qV , (1.157)

che è ottenuta dall’Hamiltoniana classica con la sostituzione

~pÑ ~p´
q

c
~A . (1.158)
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Infatti le corrispondenti equazioni di Hamilton sono

~v “ 9~x “
BH

B~p
“

1

m

´

~p´
q

c
~A
¯

, (1.159)

9~p “ ´~∇H “
1

m

q

c

´

~p´
q

c
~A
¯

i

~∇Ai ´ q~∇V . (1.160)

La seconda può anche essere scritta, usando la prima, come

9~p “
q

c
vi~∇Ai ´ q~∇V . (1.161)

Derivando rispetto al tempo la prima equazione e moltiplicandola per la massa otteniamo

m~a “ 9~p´
q

c

d ~A

dt
. (1.162)

Utilizzando la (1.161) ed esplicitando la derivata totale temporale di ~A come

d ~A

dt
“
B ~A

Bt
`
dxi

dt
Bi ~A (1.163)

verifichiamo

m~a “
q

c
vi~∇Ai ´ q~∇V ´

q

c

B ~A

Bt
´
q

c
viBi ~A

“
q

c

´

vi~∇Ai ´ viBi ~A
¯

´ q~∇V ´ q

c

B ~A

Bt

“
q

c
~v ˆ p~∇ˆ ~Aq ` q

˜

´~∇V ´ 1

c

B ~A

Bt

¸

“
q

c
~v ˆ ~B ` q ~E . (1.164)

La corrispondente Lagrangiana L è ottenuta tramite la trasformata di Legendre:

L “ ~p ¨ 9~x´H , (1.165)

dove ~p va espresso in termini di ~v “ 9~x invertendo l’equazione (1.159):

~p “ m~v `
q

c
~A . (1.166)

Dunque abbiamo

L “
´

m~v `
q

c
~A
¯

¨ ~v ´
1

2m
pm~vq2 ´ qV

“
m

2
p~vq2 ´ qV `

q

c
~A ¨ ~v . (1.167)
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Notiamo che la Lagrangiana (1.167) è data dalla Lagrangiana libera più un semplice
termine di interazione

Lint “ ´qV `
q

c
~A ¨ ~v . (1.168)

La corrispondente azione di interazione può essere scritta come

Sint “
q

c

ż

dt

ˆ

´cV ` ~A ¨
d~x

dt

˙

. (1.169)

Quest’espressione è naturalmente espressa come un invariante relativistico:

Sint “ ´
q

c

ż

dt

ˆ

cV ´ ~A ¨
d~x

dt

˙

“ ´
q

c

ż

dt

ˆ

V
dx0

dt
´ ~A ¨

d~x

dt

˙

“
q

c

ż

dt

ˆ

A0
dx0

dt
` ~A ¨

d~x

dt

˙

“
q

c

ż

dtAµ
dxµ

dt
. (1.170)

SiccomeAµ trasforma come un vettore covariante, l’azione di interazione in Eq. (1.170)
è un invariante relativistico. Anche se la coordinata temporale non è invariante, e quindi
la velocità dxµ{dt non è un vettore controvariante, la quantità pdxµ{dtq dt che compare
nell’integrale lo è: la misura di integrazione si trasforma in modo inverso alla operazione
di derivazione rispetto a t. In effetti, l’azione di interazione è invariante per una qualsiasi
riparametrizzazione tÑ t1ptq della coordinata temporale utilizzata per parametrizzare la
traiettoria della particella. In particolare, possiamo parametrizzarla col tempo proprio
τptq:

Sint “
q

c

ż

dτ Aµ
dxµ

dτ
“
q

c

ż

dτ Aµu
µ . (1.171)

In questo caso, essa è direttamente scritta in termini di vettori (Aµ e uµ) ed invarianti
(dτ).

Equazione di Schrödinger

A livello quantistico, l’equazione di Schrödinger associata alla Hamiltoniana classica
(1.157) è

i~
Bψ

Bt
“ Ĥψ , (1.172)

cioè, tenendo conto che p̂ “ ´i~~∇,

i~
Bψ

Bt
“

1

2m

´

´i~~∇´ q

c
~A
¯2
ψ ` qV ψ . (1.173)

Possiamo riscriverla come

i~
ˆ

B

Bt
` i

q

~
V

˙

ψ “
1

2m

´

´i~
´

~∇´ i
q

~c
~A
¯¯2

ψ , (1.174)
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ovverosia semplicemente come

i~Dtψ “ ´
~2

2m
p ~Dq2ψ , (1.175)

dove abbiamo introdotto le derivate covarianti di gauge (proprietà che vedremo tra poco)

Dt “ Bt ` i
q

~
V , ~D “ ~∇´ i

q

~c
~A . (1.176)

Dunque l’equazione di Schrödinger per la particella carica si ottiene da quella per la
particella libera con la sostituzione

Bt Ñ Dt , ~∇Ñ ~D . (1.177)

1.5.1 Il principio di gauge in M.Q.

La forma dell’interazione della particella con il campo elettromagnetico incorporata
nell’Hamiltoniana (1.157), o equivalentemente nella Lagrangiana (1.167), e detta “interazione
minimale”. Si realizza a livello quantistico tramite la promozione delle derivate ordinarie
a derivate covarianti. Tale prescrizione può venir desunta da una richiesta di simmetria.

Trasformazioni di fase globali La funzione d’onda ψp~x, tq di un sistema quantistico
ha valori complessi. Tutte le osservabili fisiche sono però reali. In particolare, la densità
di probabilità di osservare il sistema in ~x al tempo t è data da |ψp~x, tq|2. Ridefinire la
funzione d’onda con un cambiamento di fase globale (cioè indipendente dalle coordinate)

ψp~x, tq Ñ eiαψp~x, tq (1.178)

non ha alcun effetto fisico. Questa ridefinizione corrisponde ad una rotazione di un
angolo α nello spazio bidimensionale C in cui prende valori la funzione d’onda.

Anche l’equazione di Schrödinger che governa l’evoluzione dinamica di ψp~x, tq è
ovviamente invariante sotto la trasformazione (1.178), in quanto la fase costante exppiαq
“passa” attraverso le derivate e può venir semplificata. Ciò vale per qualsiasi sistema,
compresa la particella libera.

Le fasi exppiαq sono numeri complessi u P C di modulo unitario, ovverosia tali che
|u|2 “ u˚u “ 1. La successione di due trasformazioni di fase globale ψ ÝÑ ψ1 “ eiαψ e
ψ1 ÝÑ ψ11 “ eiβψ1 equivale ad un’unica trasformazione del medesimo tipo ψ ÝÑ ψ11 “
eipα`βqψ “ eiδψ con δ “ α`β. Inoltre non ha importanza l’ordine nel quale si eseguono
due successive trasformazioni, in quanto chiaramente:

eiα
`

eiβψ
˘

“ eiβ
`

eiαψ
˘

Le fasi formano quindi un gruppo abeliano. Tale gruppo è detto Up1q ed è il caso
più semplice6 del gruppo Upnq delle matrici unitarie n ˆ n, cioè delle matrici tali che
U :U “ 1.

6Le matrici 1ˆ 1 sono semplicemente dei numeri complessi u; inoltre l’hermitiano coniugato si riduce
al complesso coniugato e il prodotto matriciale all’usuale moltiplicazione, per cui la condizione U:U “ 1
diviene u˚u “ 1.
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Trasformazioni di gauge locali e principio di gauge La teoria libera invece non
è invariante per trasformazioni di fase locali

ψp~x, tq Ñ ψ1p~x, tq “ eiαp~x,tqψp~x, tq . (1.179)

Infatti, se ψp~x, tq soddisfa l’equazione di Schrödinger libera, allora ψ1p~x, tq non la soddisfa
più, dato che B{Bt e ~∇ agiscono in maniera differente sulla fase αp~x, tq. L’invarianza
locale di Up1q può essere ottenuta solo rendendo la particella interagente con qualche
campo che si trasformi in modo non banale sotto Up1q. L’equazione invariante, in
effetti, è esattamente quella della particella carica accoppiata ai potenziali V ed ~A, cioè
l’equazione (1.175), a patto che la trasformazione di Up1q, oltre che agire sulla funzione
d’onda, agisca anche sui potenziali come una trasformazione di gauge di parametro
χ “ p~c{qqα:

ψ Ñ ψ1 “ eiαψ ,

V Ñ V 1 “ V ´
~
q

Bα

Bt
, (1.180)

~AÑ ~A1 “ ~A`
~c
q
~∇α (1.181)

Sotto questa trasformazione, infatti, le derivate covarianti di ψ trasformano esattamente
come ψ stessa:

pDtψq
1
“ eiαDtψ , (1.182)

´

~Dψ
¯1

“ eiα ~Dψ , (1.183)

anche per αp~x, tq generica, non costante. Da questo segue immediatamente che l’equazione
(1.175) è invariante. Verifichiamo le cruciali proprietà di covarianza (1.182). Abbiamo

pDtψq
1
“

´

Bt ` i
q

~
V 1

¯

eiαψ “

ˆ

Bt ` i
q

~

ˆ

V ´
~
q

Bα

Bt

˙˙

eiαψ

“ eiα
´

Bt ` i
q

~
V
¯

ψ ` i
Bα

Bt
eiαψ ´ i

q

~
~
q

Bα

Bt
eiαψ “ eiα

´

Bt ` i
q

~
V
¯

ψ

“ eiαDtψ , (1.184)

come volevasi dimostrare. Similmente,

´

~Dψ
¯1

“

´

~∇´ i
q

~c
~A1
¯

eiαψ “

ˆ

~∇´ i
q

~c

ˆ

~A`
~c
q
~∇α

˙˙

eiαψ

“ eiα
´

~∇´ i
q

~c
~A
¯

ψ ` i~∇αeiαψ ´ i
q

~c
~c
q
~∇αeiαψ “ eiα

´

~∇´ i
q

~c
~A
¯

ψ

“ eiα ~Dψ . (1.185)
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Riassumendo, una trasformazione di fase locale exp riαp~x, tqs è inosservabile nella teoria
dell’elettromagnetismo in quanto equivale a (o, detto in altri termini, può essere riassorbita
da) una trasformazione di gauge di parametro

χ “
~
q
α (1.186)

dei potenziali scalare e vettore, cosa che non influenza le osservabili fisiche quali i
campi ~E e ~B. Quindi l’elettromagnetismo si basa su una simmetria locale U(1) legata
all’invarianza di gauge.
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Chapter 2

Meccanica quantistica
relativistica

In queso capitolo esploriamo il tentativo di conciliare la Meccanica Quantistica con la
Relatività Speciale, in particolare tramite l’equazione di Dirac. Questa equazione è alla
base della descrizione delle particelle di materia con spin 1{2; tuttavia per avere una
descrizione del tutto consistente sarà necessario cambiare punto di vista ed introdurre
la Teoria Quantistica dei Campi.

D’ora in avanti utilizzeremo il sistema di unità naturali, ponendo c “ 1 e ~ “ 1, si
veda Appendice A. E’ una convenzione molto utile per semplificare la scrittura delle
equazioni.

2.1 Equazione di Klein-Gordon

Il nostro obiettivo è quello di ottenere un’equazione per la funzione d’onda di una
particella quantistica che sia compatibile con la relatività speciale.

Equazione di Schrödinger L’equazione di Schrödinger implementa a livello operatoriale
sulla funzione d’onda ψpt, ~xq la relazione non-relativistica tra energia ed impulso tramite
la corrispondenza

E Ñ i
B

Bt
; ~pÑ ´i~∇ . (2.1)

Per la particella libera, la relazione

E “
~p 2

2m
(2.2)

diviene l’equazione

i
Bψ

Bt
“
p´i~∇q2

2m
ψ . (2.3)
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Quest’equazione è palesemente non relativistica in quanto asimmetrica nelle derivate
spaziali e nella derivata temporale, che appaiono in essa rispettivamente al secondo e
primo ordine. Questo fatto è dovuto alla natura della relazione non relativistica (2.2)
tra energia ed impulso.
Per particelle, quali gli elettroni, dotate di spin 1{2 la funzione d’onda non-relativistica
ha due componenti:

ψ “

ˆ

ψ`
ψ´

˙

(2.4)

e la corrispondente densità di probabilità è

ρ “ ψ:ψ “ |ψ`|
2
` |ψ´|

2 . (2.5)

L’equazione di Schrödinger libera agisce diagonalmente sullo spazio bidimensionale di
spin, cioè è separatamente valida per ogni componente. Interazioni dipendenti dallo
spin sono invece tipicamente rappresentate da matrici che agiscono non-banalmente su
tale spazio. I gradi di libertà spazio-temporali e di spin sono dunque separati nella
trattazione non-relativistica della meccanica quantistica.

L’equazione di Klein-Gordon A livello relativistico, la relazione energia-impulso
diviene

E2 “ ~p 2 `m2 . (2.6)

In termini del quadrimpulso pµ “ pE,´~pq questa è, come già visto, la relazione di
mass-shell

p2 “ m2 . (2.7)

La regola di quantizzazione (2.1) che associa ad energia ed impulso gli operatori di
derivata temporale e spaziale in termini del quadrimpulso è semplicemente data da

pµ Ñ p̂µ “ ´iBµ . (2.8)

Questo realizza le regole di commutazione fondamentali

rp̂µ, x
νs “ ´i δνµ , (2.9)

che comprendono i commutatori
”

Ê, t̂
ı

“ i ,
“

p̂i, x
j
‰

“ ´i δij . (2.10)

Se, utilizzando la corrispondenza (2.8), rappresentiamo la condizione di mass-shell (2.7)
operatorialmente su una funzione d’onda φpxq – dove con x indichiamo le quattro
coordinate spazio-temporali, otteniamo p´iBq2φ “ m2φ, cioè l’equazione di Klein-Gordon

`

l`m2
˘

φ “ 0 , (2.11)
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ovverossia

´
B2

Bt2
φpt, ~xq “

`

´ ~∇2 `m2
˘

φpt, ~xq . (2.12)

L’equazione di Klein Gordon (KG) è relativisticamente covariante: l’operatore l è un
invariante, quindi l’equazione ha le stesse proprietà di trasformazione della funzione
φpxq. In qualsiasi rappresentazione si trasformi φ, dunque, se esso soddisfa KG in un
dato sistema di riferimento inerziale, allora lo soddisfa in un qualsiasi altro sistema
inerziale.

Soluzioni di onda piana L’equazione libera di Klein-Gordon ammette una base di
soluzioni data dalle onde piane:

φpxq “ N e˘ip¨x “ N e˘iEt¯i~p¨~x , (2.13)

dove N è un opportuno fattore di normalizzazione, e vale la relazione di mass-shell (2.7).
Infatti queste onde piane sono autofunzioni dell’operatore impulso:

´iBµe˘ip¨x “ p̂µe˘ip¨x “ ˘pµe˘ip¨x (2.14)

e quindi anche autofunzioni del D’Alambertiano con autovalore pari a ´m2 sul mass-
shell:

le˘ip¨x “ BµB
µe˘ip¨x “ ´p2e˘ip¨x “ ´m2e˘ip¨x . (2.15)

Notiamo che le onde piane (2.13) si distinguno, a seconda del segno ad esponente, in
soluzioni ad energia positiva e negativa:

iBte
˘ip¨x “ ˘Ee˘ip¨x . (2.16)

Le soluzioni ad energia negativa sono problematiche se si interpreta l’equazione di KG
in termini di una funzione d’onda a singola particella.

Il problema della densità di probabilità L’equazione di KG ha anche un’altra
caratteristica che impedisce di interpretarla come l’equazione fondamentale da imporre
sulla funziona d’onda, cioè come l’analogo relativistico dell’equazione di Schrödinger.
La densità di probabilità di posizione ad essa associata non è infatti definita positiva,
come deve invece essere per una densità di probabilità. Procedendo in analogia con
quanto fatto nel caso non-relativistico, vedi le equazioni (1.11)–(1.12), notiamo che la
quadricorrente

jµ “
i

2m
pφ˚Bµφ´ pBµφ˚qφq (2.17)
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è conservata quando φ soddisfa l’equazione di KG. Infatti si ha

Bµj
µ “

i

2m
Bµ pφ

˚Bµφ´ pBµφ˚qφq

“
i

2m
ppBµφ

˚q Bµφ´ pBµφ˚qBµφq ´
i

2m
pplφ˚qφ´ φ˚lφq . (2.18)

Il primo termine nell’ultima riga è identicamente nullo. Il secondo, usando l’equazione
di KG per φ e la sua coniugata, diventa

i

2m

`

m2φ˚φ´m2φ˚φ
˘

“ 0 . (2.19)

Se poniamo jµ “ pρ,~jq abbiamo dunque l’equazione di continuità

Bρ

Bt
` ~∇ ¨~j “ 0 . (2.20)

Tuttavia non è consistente interpretare ρ e ~j come densità di probabilità e densità di
corrente di probabilità, perché

ρ “
i

2m

ˆ

φ˚
Bφ

Bt
´
Bφ˚

Bt
φ

˙

(2.21)

non è definita positiva. Lo si può vedere semplicemente nel caso di un’onda piana,
usando Eq. 2.16

ρ “
i

2m

ˆ

φ˚
p˘Eq

i
φ´

p¯Eq

i
φ˚φ

˙

“ ˘
E

m
φ˚φ “ ˘

E

m
|N |2 . (2.22)

Il segno dipende da quello dell’energia, che abbiamo visto poter essere positivo o negativo.
Questo sostanzialmente è dovuto, come risulta dalla derivazione precedente, al fatto
che l’equazione di KG è del second’ordine nelle derivate temporali (nell’equazione di
Schrödinger, il problema non si presenta perchè la derivata temporale è invece del
prim’ordine).
Dunque l’equazione di KG, che deve essere soddisfatta dalla funzione d’onda in quanto
implementa la relazione relativistica di mass-shell, deve in realtà essere implicata da
un’equazione fondamentale che consenta di definire una corretta densità di probabilità.

Queste considerazioni valgono nel constesto della MQ relativistica, che fu il primo
approccio storicamente considerato, e nel quale l’equazione di KG non può essere consistentemente
utilizzata. Nell’ambito della teoria quantistica dei campi, invece, vedremo che i problemi
di cui sopra saranno naturalmente “risolti” e l’equazione di KG potrà essere utilizzata
per descrivere particelle di spin 0.

2.2 Equazione di Dirac

Per formulare un’ansatz sulla forma dell’equazione “fondamentale” soddisfatta dalla
funziona d’onda ci possiamo basare sulle seguenti considerazioni:
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� L’equazione che cerchiamo deve essere del prim’ordine nella derivata temporale,
per evitare il problema di valori negativi per la densità di probabilità associata.
Per poter essere covariante, deve allora essere del prim’ordine anche nelle derivate
spaziali e deve essere scritta in termini dell’operatore p̂µ “ ´iBµ.

� Per descrivere una particella massiva, l’equazione deve contenere esplicitamente la
sua massa m.

� L’equazione dev’essere lineare ed omogenea affinché valga il principio di sovrapposizione,
punto centrale della Meccanica Quantistica.

� In generale, ci aspettiamo che la funzione d’onda ψpxq abbia molte componenti,
cioè abbia un carattere spinoriale. Gli operatori che agiscono su di essa possono
dunque avere carattere matriciale.

Sulla base di ciò, Dirac propose la seguente equazione:

pγµp̂µ `m1qψpxq “ 0 , (2.23)

dove i coefficienti γµ possono essere matrici che agiscono sul vettore colonna delle
componenti di ψ. Nel seguito spesso non espliciteremo la matrice identità e scriveremo
l’equazione di Dirac come

piγµBµ ´mqψ “ 0 . (2.24)

Condizioni perché Dirac implichi Klein-Gordon Vi è un’ulteriore cruciale condizione:
quest’equazione del prim’ordine deve implicare l’equazione del second’ordine di KG,
che implementa la relazione relativistica tra energia e impulso. Applicando due volte
l’operatore che appare nell’equazione (2.23) abbiamo

0 “ pγµp̂µ `mq pγ
ν p̂ν `mqψ “ γµγν p̂µp̂νψ ` 2mγµp̂µψ `m

2ψ . (2.25)

Nel secondo termine dell’ultima espressione possiamo riutilizzare l’equazione (2.23) nella
forma γµp̂µψ “ ´mψ. Otteniamo cos̀ı

0 “ γµγν p̂µp̂νψ ´m
2ψ “ ´γµγνBµBνψ ´m

2ψ . (2.26)

Siccome i coefficienti γµ sono, o potrebbero essere, matrici, il loro ordine è rilevante e
non possiamo assumere che l’espressione γµγν sia di per sé simmetrica. Tale prodotto si
decomporrà in una parte simmetrica e una parte antisimmetrica:

γµγν “
1

2
pγµγν ` γνγµq `

1

2
pγµγν ´ γνγµq

“
1

2
tγµ, γνu `

1

2
rγµ, γνs . (2.27)

La quantità tA,Bu ” AB`BA è detta anticommutatore degli oggetti A e B, in quanto
si annulla se i due oggetti anticommutano, cioè se AB “ ´BA, cos̀ı come il commutatore
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rA,Bs ” AB ´BA si annulla se i due oggetti commutano, cioè se AB “ BA.
Nell’equazione (2.26) il prodotto γµγν è contratto con il tensore BµBνψ che è simmetrico,
dato che le derivate parziali commutano. La parte antisimmetrica del prodotto dunque
non contribuisce a quest’espressione1 ed otteniamo, effettuando anche un cambio di
segno,

1

2
tγµ, γνuBµBνψ `m

2ψ “ 0 . (2.29)

Questa condizione concorda con l’equazione di KG (2.11), che può essere scritta come

ηµνBµBνψ `m
2ψ “ 0 , (2.30)

se le matrici γµ soddisfano le relazioni

tγµ, γνu “ 2ηµν1 (2.31)

cioè formano una cosiddetta “algebra di Clifford”. Questa relazione si può anche scrivere
nella forma

γµγν “ ´γνγµ ` 2ηµν1 . (2.32)

L’algebra di Clifford Le relazioni di anticommutazione (2.31) corrispondono a

pγ0q2 “ 1 , pγiq2 “ ´1 , tγµ, γνu “ 0 per µ ‰ ν . (2.33)

Il fatto che le quantità γµ con indici diversi anticommutino implica che questi oggetti non
possono essere numeri; devono necessariamente essere matrici di dimensione maggiore di
uno. Dunque la funzione d’onda ψ deve necessariamente avere più di una componente,
cioè essere un elemento dello spazio vettoriale su cui agiscono le matrici γµ. Tali elementi
sono detti spinori.

Proprietà di hermiticità Se scegliamo una base in cui γ0 è diagonale, l’algebra (2.33)
implica che i suoi autovalori sono ˘1, per cui γ0 è hermitiana. Le matrici γi, i “ 1, 2, 3
hanno invece autovalori immaginari ˘i, e sono dunque anti-hermitiane:

pγ0q: “ γ0 , pγiq: “ ´γi . (2.34)

Queste proprietà di hermiticità si possono anche esprimere come segue:

pγµq: “ γ0γµγ0 . (2.35)

Infatti questo corrisponde a

pγ0q: “ γ0γ0γ0 “ γ0 , pγiq: “ γ0γiγ0 “ ´γiγ0γ0 “ ´γi . (2.36)
1In generale, dati un tensore simmetrico Sµν “ Sνµ e uno antisimmetrico Aµν “ ´Aνµ si ha AµνSµν “

0. Infatti tale espressione è uguale a meno se stessa:

AµνSµν “ AµνSνµ “ AνµSµν “ ´A
µνSµν , (2.28)

dove nel secondo passaggio abbiamo rinominato gli indici sommati.
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La matrice di chiralità A partire dalle matrici gamma si può formare la matrice di
chiralità γ5, definita come segue:

γ5 “ iγ0γ1γ2γ3 . (2.37)

Essa può anche venire scritta come

γ5 “
i

4!
εµνρσγ

µγνγργσ , (2.38)

dove εµνρσ è il simbolo di Levi-Civita quadri-dimensionale, con la convenzione ε0123 “ 1.
Infatti, essendo gli indici tutti diversi, le matrici anticommutano tra di loro e il loro
prodotto è totalmente antisimmetrico.
Come conseguenza dell’algebra di Clifford e delle relazioni di hermiticità delle matrici
gamma la matrice di chiralità gode delle proprietà seguenti:

 

γµ, γ5
(

“ 0 @µ , pγ5q2 “ 1 , pγ5q: “ γ5 . (2.39)

Infatti, per quanto riguarda la prima relazione abbiamo, ad esempio,

γ1γ5 ` γ5γ1 “ i
`

γ1γ0γ1γ2γ3 ` γ0γ1γ2γ3γ1
˘

. (2.40)

Nel primo termine con un solo scambio di posizione, γ1γ0 “ ´γ0γ1 porto le due matrici
γ1 vicine, dopodiché posso utilizzare pγ1q2 “ ´1. Per il secondo termine devo effettuare
due scambi per portare le due γ1 vicine; facendo questo non acquisto alcun segno meno.
Dunque ottengo

γ1γ5 ` γ5γ1 “ i
`

´γ0γ2γ3 ` γ0γ2γ3
˘

“ 0 . (2.41)

In seguito effettueremo frequentemente manipolazioni simili, che non staremo a illustrare
in dettaglio ogni volta.
Per il quadrato della matrice γ5 abbiamo

pγ5q2 “ ´γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3 “ ´p´1q3`2`1pγ0q2pγ1q2pγ2q2pγ3q2 “ 1 , (2.42)

dove nel secondo passaggio abbiamo tenuto conto del numero di scambi necessari per
portare vicine le due γ0, poi le due γ1 e infine le due γ2 e nel terzo passaggio abbiamo
usato le relazioni (2.33).

2.2.1 Rappresentazioni esplicite dell’algebra di Clifford

L’algebra di Clifford può essere realizzata solo in spazi vettoriali di dimensione pari.
Infatti, notando che (per ν ‰ µq:

γµ γν “ ´γν γµ “ ´1 γν γµ ñ Detγµ Detγν “ Detr´1sDetγν Detγµ ,

e sapendo che Detr´1s “ p´1qN , dove N è la dimensionalità della matrice, si vede
chiaramente che N deve essere pari. Quindi la minima dimensione dello spazio vettoriale
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in cui si può realizzare consistentemente l’algebra di Clifford è due. Un esempio di questo
caso è dato dalle matrici di Pauli che soddisfano l’analogo tre-dimensionale, con metrica
euclidea, dell’algebra di Clifford vista in Eq.(2.31):

 

σi, σj
(

“ 2δij1 , (2.43)

con i, j “ 1, 2, 3, come è facile controllare a partire dalle loro espressioni esplicite (1.37).
La realizzazione rilevante delle matrici γµ per l’equazione di Dirac in uno spazio-tempo
quadri-dimensionale (cioè con µ “ 0, 1, 2, 3 e dove quindi sono presenti 4 matrici γµ) è di
dimensione quattro. Infatti esistono solo tre matrici 2ˆ2 mutuamente anticommutanti e
non è possibile trovare una quarta matrice indipendente da quelle di Pauli. Non essendo
possibile N “ 3, in quanto dispari, dobbiamo considerare ciascuna γµ essere una matrice
4ˆ 4.

Sfruttando le relazioni delle matrici di Pauli in Eq. 2.43 è possibile però individuare
delle rappresentazioni dell’algebra di Clifford quadri-dimensionale (2.31) tramite matrici
4ˆ 4 organizzate in blocchi 2ˆ 2.

Rappresentazione di Dirac In questa rappresentazione si sceglie

γ0 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

, γi “

ˆ

0 σi

´σi 0

˙

, (2.44)

con i “ 1, 2, 3. L’espressione esplicita della matrice di chiralità si ottiene inserendo nella
(2.37) le matrici (2.44) ed effetuandone il prodotto. Tenendo conto che σ1σ2σ3 “ i1 si
ottiene

γ5 “ iγ0γ1γ2γ3 “

ˆ

0 1
1 0

˙

. (2.45)

Controlliamo ora che queste matrici soddisfano tutte le relazioni di anticommutazioni
dell’algebra di Clifford (2.31). Si ha

`

γ0
˘2
“

ˆ

1 0
0 ´1

˙ˆ

1 0
0 ´1

˙

“

ˆ

1 0
0 1

˙

“ 1 . (2.46)

Inoltre

 

γ0, γi
(

“

ˆ

1 0
0 ´1

˙ˆ

0 σi

´σi 0

˙

`

ˆ

0 σi

´σi 0

˙ˆ

1 0
0 ´1

˙

“

ˆ

0 σi

σi 0

˙

`

ˆ

0 ´σi

´σi 0

˙

“ 0 . (2.47)

Infine si ha anche

 

γi, γj
(

“

ˆ

0 σi

´σi 0

˙ˆ

0 σj

´σj 0

˙

` piØ jq “

ˆ

´σiσj 0
0 ´σiσj

˙

` piØ jq

“ ´

ˆ 

σi, σj
(

0
0

 

σi, σj
(

˙

“ ´2δij
ˆ

1 0
0 1

˙

“ 2ηij1 , (2.48)
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dove nel penultimo passaggio abbiamo utilizzato la (2.43).

Le proprietà di hermiticità (2.34) sono automaticamente soddisfatte in virtù dell’algebra
di Clifford, ed in effetti è evidente in questa rappresentazione che γ0 è hermitiana mentre

le γi, con i “ 1, 2, 3, sono anti-hermitiane (ricordiamo che
`

σi
˘:
“ σi).

Rappresentazione di chiralità (Weyl) È possibile rappresentare l’algebra di Clifford
anche tramite la seguente scelta di matrici:

γ0 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, γi “

ˆ

0 σi

´σi 0

˙

, (2.49)

che implica

γ5 “

ˆ

´1 0
0 1

˙

. (2.50)

In questa base, la matrice γ5 è dunque diagonale e ciò rende agevole maneggiare con
proiezioni chirali (molto rilevanti nell’ambito delle interazioni deboli, non trattate in
questo insegnamento).

2.2.2 Covarianza relativistica e trasformazioni degli spinori di Dirac

Abbiamo visto che le matrici γ forniscono una rappresentazione matriciale dell’algebra
di Clifford (2.31) sullo spazio vettoriale della funzione d’onda ψ e la funzione d’onda ψ
è un vettore a quattro componenti.
Consideriamo ora le trasformazioni del gruppo di Lorentz. In generale dobbiamo ammettere
la possibilità che esse, oltre ad agire sul quadrivettore di posizione x, agiscano sullo spazio
vettoriale delle componenti di ψ tramite una loro rappresentazione matriciale. Dunque
dobbiamo considerare che, sotto una trasformazione

xÑ x1 “ Λx (2.51)

lo spinore trasformi come

ψpxq Ñ ψ1px1q “ SΛψpxq , (2.52)

dove le matrici SΛ devono fornire una rappresentazione del gruppo di Lorentz, cioè si
deve avere

SΛ1SΛ2 “ SΛ1Λ2 (2.53)

e SΛ deve essere invertibile. Vogliamo ora determinare la forma di tali matrici SΛ.
Iniziamo considerando l’azione di una trasformazione di Lorentz sull’equazione di Dirac:

piγµBµ ´mqψ Ñ
`

iγµBνpΛ
´1qνµ ´m

˘

SΛψ , (2.54)
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dove abbiamo tenuto conto della trasformazione (1.70) delle derivate Bµ e della (2.52).
L’equazione di Dirac è covariante se quando è soddisfatta in un sistema di riferimento
lo è anche dopo una trasformazione di Lorentz, cioè se vale la condizione

`

iγµBνpΛ
´1qνµ ´m

˘

SΛψ “ 0 . (2.55)

Moltiplicando a sinistra per S´1
Λ e usando iγνBνψ “ mψ:

S´1
Λ γµBνpΛ

´1qνµSΛψ ´ γ
νBνψ “ 0 , (2.56)

da cui otteniamo

S´1
Λ γµSΛ “ Λµνγ

ν . (2.57)

Il membro di sinistra rappresenta la usuale trasformazione di un operatore lineare –
quali sono la matrici γµ – sullo spazio spinoriale, quando si agisce su quest’ultimo con
la trasformazione SΛ. La richiesta è che l’effetto sia lo stesso di ruotare l’indice µ delle
matrici γ come un usuale indice controvariante.

Trasformazioni proprie di Lorentz Per trovare ora la forma esplicita di SΛ consideriamo
la trasformazione infinitesima:

Λµν “ δµν ` ω
µ
ν con |ωµν | ! 1 (2.58)

dove ωµν descrive una piccola variazione dalla trasformazione identica. Essendo una
trasformazione propria di Lorentz si ha

η β
α ” ΛµαΛ β

µ “
`

ηµα ` ω
µ
α

˘`

η β
µ ` ω β

µ

˘

» η β
α ` ω β

α ` ωβα

dove nell’ultimo passaggio abbiamo mantenuto solo i termini al prim’ordine. Affinchè
l’uguaglianza sia verificata deve chiaramente valere ωαβ “ ´ωβα, cioè il tensore ωµν deve
essere antisimmetrico e contiene dunque 6 parametri. Ciò non è sorprendente, sono i
parametri che definiscono boost e rotazioni.

La trasformazione infinitesima (2.58) ci permette di scrivere:

SΛ “ 1`
1

2
ωµνΣµν ; S´1

Λ “ 1´
1

2
ωµνΣµν

dove le matrici (4ˆ4) Σµν sono le incognite da determinare per ottenere la forma esplicita

di SΛ. Inserendo queste scritture di SΛ, S´1
Λ nella (2.57) otteniamo:

`

1´
1

2
ωαβΣαβ

˘

γµ
`

1`
1

2
ωαβΣαβ

˘

“
`

ηµν ` ω
µ
ν

˘

γν

che, al primo ordine, diventa:

γµ `
1

2
ωαβ

`

γµΣαβ ´ Σαβγ
µ
˘

“ γµ ` ωµνγ
ν
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cioè:
1

2
ωαβ

“

γµ,Σαβ

‰

“ ωµνγ
ν

Questa equazione è soddisfatta se:

Σαβ ”
1

4

“

γα, γβ
‰

(2.59)

Infatti, partendo da

Σαβ “
1

4

`

γαγβ ´ γβγα
˘

“
1

4

“

γαγβ ´
`

2ηαβ1´ γαγβ
˘‰

“
1

2

`

γαγβ ´ ηαβ1
˘

Vediamo ora che:

“

γµ,Σαβ

‰

“
1

2

“

γµ, γαγβ ´ ηαβ1
‰

“
1

2

“

γµ, γαγβ
‰

“
1

2
tγµ, γαuγβ ´

1

2
γαtγ

µ, γβu

“ ηµαγβ ´ η
µ
βγα

avendo usato
“

A,BC
‰

“ tA,BuC ´BtA,Cu. Si ha quindi:

1

2
ωαβ

“

γµ,Σαβ

‰

“
1

2
ωαβ

`

ηµαγβ ´ η
µ
βγα

˘

“
1

2

`

ωµβγβ ´ ω
αµγα

˘

“
1

2

`

ωµβγβ ` ω
µαγα

˘

“ ωµνγ
ν

che dimostra che esistono matrici Σαβ (introdotte in eq. (2.59)) che fanno s̀ı che le
matrici SΛ soddisfino eq. (2.57), necessaria per la covarianza dell’equazione di Dirac.
Abbiamo cos̀ı ottenuto che, sotto l’effetto di una trasformazione propria di Lorentz, lo
spinore ψpxq cambia in:

ψpxq ÝÑ ψ1px1q “ SΛψpxq (2.60)

con matrice di trasformazione di Lorentz infinitesima:

SΛ “ 1`
1

2
ωµνΣµν “ 1`

1

8
ωµν

“

γµ, γν
‰

, (2.61)

da cui è possibile derivare la matrice di trasformazione di Lorentz finita:

SΛ “ exp
`1

2
ωµνΣµν

˘

. (2.62)

Trasformazione di parità Anche le trasformazioni improprie del gruppo di Lorentz
ammettono una rappresentazione sugli spinori, che deve soddisfare la proprietà (2.57).
Siccome le trasformazioni improprie possono essere ottenute componendo una trasformazione
propria e una di parità, è sufficiente indicare la forma della trasformazione di parità sugli
spinori, che chiamiamo SP . La trasformazione di parità consiste nell’inversione spaziale
x ÝÑ x1 “ pt,´~xq e la matrice ΛP della trasformazione è data da
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ΛP ”

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 ´1 0
0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‚

La condizione (2.57)

S´1
P γµSP “ pΛP q

µ
ν γ

ν (2.63)

diventa quindi

S´1
P γ0SP “ γ0 , S´1

P γiSP “ ´γ
i . (2.64)

Tenendo conto dell’algebra di Dirac, è evidente che queste condizioni sono soddisfatte
da

SP “ ηP γ
0 . (2.65)

Infatti, la normalizzazione ηP si cancella e

`

γ0
˘´1

γ0γ0 “ γ0γ0γ0 “ γ0 ,
`

γ0
˘´1

γ0γ0 “ γ0γiγ0 “ ´γ0γ0γi “ ´γi . (2.66)

La normalizzazione ηP non è determinata dalle richieste (2.64), ma essendo la matrice
SP unitaria, si ottiene che essa deve essere una fase:

S2
P “ 1 ñ |ηP | “ 1 ñ ηP “ eiφP , (2.67)

con φP reale. L’angolo φP è detto parità intrinseca della particella spinoriale in questione.

Trasformazione delle matrici γµν Definiamo le matrici γµν ” 1
2 rγ

µ, γνs “ 2 Σµν .
Esse trasformano in modo semplice sotto il gruppo di Lorentz. Infatti usando

S´1
Λ γµνSΛ “ S´1

Λ γrµγνsSΛ , (2.68)

dove con le parentesi quadre indichiamo l’antisimmetrizzazione degli indici, e sfruttando
Eq. (2.57),

S´1
Λ γµνSΛ “ S´1

Λ γrµSΛS
´1
Λ γνsSΛ “ Λrµργ

ρΛνsσγ
σ “ ΛµρΛ

ν
σγ

ρσ . (2.69)

Il risultato corrisponde alla trasformazione di un tensore di rango due, coerentemente
col fatto che le matrici γµν sono proporzionali ai generatori delle trasformazioni proprie
di Lorentz Σµν . La proprietà (2.69) vale anche per trasformazioni improprie quali la
parità.
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Trasformazione della matrice γ5 Anche la matrice di chiralità γ5 trasforma come
appropriato ad un operatore sullo spazio spinoriale. Sotto trasformazioni di Lorentz
avremo dunque

γ5 Ñ S´1
Λ γ5SΛ . (2.70)

Per trasformazioni proprie, usando Eq. (2.61), abbiamo, in modo analogo al caso delle
γµ,

S´1
Λ γ5SΛ “ γ5 ´

1

2
ωρσ

“

Σρσ, γ5
‰

. (2.71)

Sfruttando la relazione di anticommutazione (2.39) abbiamo
“

γµν , γ5
‰

“ γµνγ5 ´ γ5γµν “ 0 , (2.72)

dato che il secondo contributo diventa uguale al primo quando la matrice γ5 scavalca
due matrici γ, e pertanto la matrice di chiralità è invariante per trasformazioni proprie
di Lorentz:

S´1
Λ γ5SΛ “ γ5 . (2.73)

Sotto una trasformazione di parità si ha invece

S´1
P γ5SP “ γ0γ5γ0 “ ´γ5 . (2.74)

La matrice γ5 si comporta quindi come uno pseudo–scalare: è invariante per trasformazioni
proprie, ma cambia segno sotto parità. Altri esempi di pseudoscalari sono la misura di
integrazione d4x o il prodotto tra tensore e duale elettromagnetici F̃µνFµν .

2.2.3 Lo spinore aggiunto

I generatori spinoriali dell’algebra di Lorentz godono della seguente proprietà di hermiticità:

pΣµνq
:
“ ´γ0Σµνγ0 . (2.75)

Infatti, i generatori sono proporzionali a γµν e, usando la proprietà di hermiticità delle
matrici gamma (2.34), si ha

pγµνq: “
1

2
pγµγν ´ γνγµq: “

1

2

`

γν:γµ: ´ γµ:γν:
˘

“
1

2

`

γ0γνγ0γ0γµγ0 ´ γ0γµγ0γ0γνγ0
˘

“
1

2
γ0pγνγµ ´ γµγνqγ0

“ ´γ0γµνγ0 . (2.76)

Dalle (2.52) e (2.61) troviamo che una trasformazione infinitesima di Lorentz agisce sullo
spinore ψ come

ψ Ñ ψ `
1

2
ωρσΣρσψ . (2.77)
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Lo spinore hermitiano coniugato trasforma come

ψ: Ñ ψ: `
1

2
ωρσψ

: pΣρσq
:
“ ψ: ´

1

2
ωρσψ

:γ0Σρσγ0 . (2.78)

Se introduciamo lo spinore aggiunto

ψ̄ “ ψ:γ0 , (2.79)

esso ha una trasformazione semplice:

ψ̄ Ñ

ˆ

ψ: ´
1

2
ωρσψ

:γ0Σρσγ0

˙

γ0 “ ψ̄ ´
1

2
ωρσψ̄Σρσ . (2.80)

Questa è l’espansione al prim’ordine dell’inverso della trasformazione di ψ. A livello
finito, tramite la mappa esponenziale, si ha

ψ Ñ SΛψ , ψ̄ Ñ ψ̄S´1
Λ . (2.81)

Chiaramente si può dimostrare quanto sopra anche partendo direttamente da una trasformazione
finita di matrice SΛ.

Anche sotto una trasformazione di parità si ha

ψ Ñ SPψ , ψ̄ Ñ ψ̄S´1
P . (2.82)

Infatti dalla (2.65) segue che

ψ̄ “ ψ:γ0 Ñ pSPψq
: γ0 “ e´iφPψ:

`

γ0
˘:
γ0 “ e´iφP ψ̄γ0 “ ψ̄S´1

P . (2.83)

2.2.4 Bilineari spinoriali

Le proprietà di trasformazione di ψ e del suo aggiunto ψ̄ consentono di definire delle
quantità bilineari nelle componenti spinoriali che godono di semplici proprietà di trasformazione
sotto il gruppo di Lorentz. Queste quantità compariranno spesso nel calcolo di processi
d’urto.

Notiamo innanzitutto che, per una qualsiasi matrice A, sotto una trasformazione di
Lorentz propria o impropria abbiamo

ψAψ Ñ ψ
1
Aψ1 “ ψS´1

Λ ASΛψ . (2.84)

Le proprietà di trasformazione di quest’espressione sono dunque determinate immediatamente
da quelle della matrice A.

Dato che lo spinore ψ ha quattro componenti ψα, un bilineare ψ˚αψβ ha 16 componenti.
Possiamo organizzare queste 16 quantità in

� ψ̄ψ, che è un’invariante: corrisponde al caso A “ 1 nella (2.84).

� ψ̄γµψ, che è un vettore in quanto le (2.57) e (2.63) mostrano che la matrice γµ si
trasforma come tale.
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� ψ̄γµνψ, che è un tensore antisimmetrico di rango due siccome la (2.69) mostra che
la matrice γµν si trasforma come tale. Ha quindi p4ˆ 3q{2 “ 6 componenti.

� ψ̄γ5ψ, che è uno pseudo-scalare dato che le equazioni (2.73) e (2.74) dicono che γ5

lo è.

� ψ̄γµγ5ψ, che è uno pseudo–vettore. Infatti sotto una trasformazione propria
abbiamo, dalla (2.84)

ψ
1
γµγ5ψ1 “ ψS´1

Λ γµγ5SΛψ
1 “ ψS´1

Λ γµSΛS
´1
Λ γ5SΛψ

1

“ Λµνψγ
νγ5ψ , (2.85)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato le equazioni (2.57) e(2.73). Sotto
una trasformazione di parità abbiamo invece

ψ
1
γµγ5ψ1 “ ψS´1

P γµSPS
´1
P γ5SPψ

1

“ ´pΛP q
µ
νψγ

νγ5ψ . (2.86)

dove nel secondo passaggio abbiamo utilizzato le equazioni (2.63) e(2.74). Le
componenti spaziali sono invarianti, mentre quella temporale cambia segno. Una
quantità con queste proprietà di trasformazione è detta anche (quadri)vettore
assiale.

Notiamo che il bilineare ψ̄γµνγ5ψ non è indipendente. Infatti vale la proprietà

γµνγ5 “ ´
i

2
εµνρσγρσ . (2.87)

Ad esempio, ricordando la definizione (2.37) della matrice γ5,

γ01γ5 “ iγ0γ1γ0γ1γ2γ3 “ ´iγ0γ0γ1γ1γ2γ3 “ iγ2γ3

“ ´iε0123γ2γ3 “ ´
i

2
ε01ρσγργσ . (2.88)

2.2.5 Equazione di continuità per l’equazione di Dirac

Vogliamo ora mostrare come sia possibile formulare per l’equazione di Dirac una corretta
equazione di continuità per la densità di corrente di probabilità, richiesta che l’equazione
di Klein-Gordon non era in grado di soddisfare.

Introduciamo una densità di probabilità (definita positiva), combinando gli spinori
di Dirac, attraverso ρ “ ψ:ψ “ ψ̄γ0ψ, in analogia alla formulazione di Schrödinger
in meccanica quantistica non relativistica. Possiamo ora interpretare come densità di
corrente di probabilitàla la parte spaziale ji ” ψ̄γiψ e chiederci se vale l’equazione di
continuità di forma:

Bρ

Bt
` ~∇ ¨~j “ 0 .

45



CHAPTER 2. MECCANICA QUANTISTICA RELATIVISTICA

Dobbiamo quindi dimostrare che il bilineare

jµ “ ψγµψ , (2.89)

che abbiamo appena mostrato essere un quadrivettore covariante, rappresenta una corrente
conservata quando lo spinore ψ soddisfa l’equazione di Dirac, cioè che in questo caso vale

Bµj
µ “ 0 . (2.90)

Prendiamo l’hermitiano coniugato dell’equazione di Dirac iγµBµψ´mψ “ 0, ottenendo
l’equazione

´iBµψ
:pγµq: ´mψ: “ 0 . (2.91)

Moltiplicando sulla destra per γ0, e cambiando di segno, otteniamo l’equazione soddisfatta
dallo spinore aggiunto:

iBµψγ
0pγµq:γ0 `mψ “ 0 (2.92)

che diventa, tenendo conto della proprietà di hermiticità (2.34),

iBµψγ
µ `mψ “ 0 . (2.93)

Possiamo ora valutare

Bµj
µ “

`

Bµψ
˘

γµψ ` ψγµ
`

Bµψ
˘

(2.94)

nell’ipotesi che valgano l’equazione di Dirac e l’hermitiano coniugato (2.93)

Bµj
µ “ imψψ ´ imψψ “ 0 . (2.95)

2.3 Soluzioni dell’equazione di Dirac

Ritorniamo ora allo studio dell’equazione di Dirac per la particella libera:

`

iγµBµ ´m
˘

ψpxq “ 0

Come abbiamo già osservato, essendo le γµ rappresentabili come matrici (4ˆ4), le
soluzioni ψpxq devono necessariamente avere la forma di spinori a quattro componenti.
Inoltre, avendo ricavato l’equazione di Dirac usando la relazione tra energia e impulso
E2 “ ~p 2 ` m2, ci aspettiamo che, come nel caso dell’equazione di Klein-Gordon,
compaiano soluzioni con energia positiva e negativa.

Le soluzioni dell’equazione di Dirac per una particella libera possono essere scritte
come onde piane nella forma:

ψpxq “

#

usppq e
´ip¨x

vsppq e
ip¨x

s “ 1, 2 (2.96)

46



CHAPTER 2. MECCANICA QUANTISTICA RELATIVISTICA

dove us e vs sono matrici colonna (4ˆ1) dette spinori di Dirac. Sarà chiara tra poco la
ragione per cui ammettiamo due soluzioni di ciascun tipo (cioè s “ 1, 2). È immediato
verificare che tali spinori soddisfino le equazioni:

`

{p´m
˘

usppq “ 0 ;
`

{p`m
˘

vsppq “ 0 (2.97)

dove abbiamo introdotto la notazione “slashed” per la quale scriviamo la contrazione di
un operatore aµ con le matrici γµ come:

{a ” γµaµ “ aµγ
µ (2.98)

Verifichiamo facilmente che le onde piane (2.96) soddisfino le (2.97):

0 “
`

iγµBµ ´m
˘

us e
´ipµx

µ
“

“

iγµp´ipµq ´m
‰

us e
´ipµx

µ

“
`

γ
µ
pµ ´m

˘

us e
´ip¨x “

`

{p´m
˘

us e
´ip¨x

0 “
`

iγµBµ ´m
˘

vs e
ipµx

µ
“

“

iγµpipµq ´m
‰

vse
ipµx

µ

“ ´
`

γ
µ
pµ `m

˘

vs e
ip¨x “ ´

`

{p`m
˘

vs e
´ip¨x

Lavorando nella rappresentazione di Dirac, dove abbiamo scritto le γµ come matrici
a blocchi 2ˆ 2, è conveniente scrivere gli spinori a 4 componenti come la composizione
di due spinori a 2 componenti, cioè:

us “
?
E `m

ˆ

χus

φus

˙

; vs “
?
E `m

ˆ

χvs

φvs

˙

, (2.99)

dove χ e φ sono spinori a due componenti e abbiamo introdotto un fattore di normalizzazione
?
E `m. Richiedendo che tali spinori soddisfino l’equazione di Dirac si ha:

0 “
`

{p´m
˘

us “
`

Eγ0 ´ ~p ¨ ~γ ´m1
˘

ˆ

χus

φus

˙

ñE

ˆ

χus

´φus

˙

“

ˆ

m1 ~σ ¨ ~p
´~σ ¨ ~p m1

˙ˆ

χus

φus

˙

ñ

#

E χus “ mχus ` ~σ ¨ ~p φus

E φus “ ~σ ¨ ~pχus ´mφus
(2.100)

Dalla seconda ricaviamo

φus “
~σ ¨ ~p

E `m
χus ,

che inserita nella prima restituisce la relazione relativistica E2 “ ~p 2`m2. In quest’ultimo
passaggio bisogna utilizzare

`

~p¨~σ
˘2
“ ~p 21. Dimostriamola (sarà utile più volte in quanto

segue):

`

~p ¨ ~σ
˘2
“

`

pxσx ` pyσy ` pzσz
˘2
“

ÿ

i

p2
iσ

2
i `

ÿ

i‰j

pipj
`

σiσj ` σjσi
˘
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e dalle proprietà delle matrici di Pauli σ2
i “ 1, tσi, σju “ 0 segue subito:

`

~p ¨ ~σ
˘2
“

ÿ

i

p2
i 1 “ ~p 21

Abbiamo quindi ottenuto che la soluzione us può essere scritta in termini di uno spinore
arbitrario a 2 componenti. Chiaramente possiamo avere però solamente due scelte
linearmente indipendenti, da cui s “ 1, 2. Consideriamo d’ora in poi due spinori
ortogonali e unitari.

Relativamente alla normalizzazione, è immediato notare che uno spinore soluzione
dell’equazione di Dirac continua a soddisfare l’equazione anche se moltiplicato per un
fattore di fase eiα. Il fattore

?
E `m che compare nelle espressioni degli spinori us e vs

è invece legato alla scelta della normalizzazione:

u:sus1 “ 2Eδss1 ; v:svs1 “ 2Eδss1 (2.101)

Verifichiamo la normalizzazione appena introdotta: 2

u:sus1 “ pm` Eq
´

χs: χs: ~σ¨~p
E`m

¯

¨

˝

χs
1

~σ¨~p
E`mχ

s1

˛

‚

“ pm` Eq

ˆ

χs:χs
1

` χs:
p~σ ¨ ~pq2

pE `mq2
χs
1

˙

“ pm` Eq

ˆ

δss1 `
~p 2

pE `mq2
χs:1χs

1

˙

“ δss1pm` Eq

ˆ

1`
~p 2

pE `mq2

˙

“ 2Eδss1

dove nel primo passaggio abbiamo utilizzato l’hermiticità delle matrici di Pauli σ: “ σ.
Procedendo in maniera assolutamente analoga a quanto visto per us anche per vs si
arriva a scrivere:

usppq “
?
E `m

¨

˝

χus

~σ¨~p
E`m χus

˛

‚ ; vsppq “
?
E `m

¨

˝

~σ¨~p
E`m χvs

χvs

˛

‚ . (2.102)

Introduciamo ora gli spinori aggiunti:

usppq ” u:sppqγ
0 ; vsppq ” v:sppqγ

0 (2.103)

i quali soddisfano le equazioni:

usppq
`

{p´m
˘

“ 0 ; vsppq
`

{p`m
˘

“ 0 (2.104)

2Essendo un prodotto matriciale è importante non confondere l’ordine corretto u:u con uu: che,
ovviamente non restituisce un numero ma una matrice 4ˆ4.
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come è semplice dimostrare considerando l’hermitiana coniugata delle (2.97) e moltiplicando
a destra per γ0:

0 “ u:
`

γµ:pµ ´m
˘

γ0 “ u:
`

γ0γµγ0γ0pµ ´ γ
0m

˘

“ u:γ0
`

γµpµ ´m
˘

Le condizioni di normalizzazione (2.101) vengono cos̀ı riscritte per mezzo degli spinori
aggiunti attraverso una condizione Lorentz-invariante:

usus1 “ 2mδss1 ; vsvs1 “ ´2mδss1 (2.105)

Dimostriamo la prima delle (2.105):

usus1 “ pE `mq
´

χs: χs: ~σ¨~p
E`m

¯

ˆ

1 0
0 ´1

˙

¨

˝

χs
1

~σ¨~p
E`mχ

s1

˛

‚

“ pE `mq
´

χs: ´χs: ~σ¨~p
E`m

¯

¨

˝

χs
1

~σ¨~p
E`mχ

s1

˛

‚

“ pE `mqχs:χs
1

ˆ

1´
~p 2

pE `mq2

˙

“ δss1

ˆ

E `m´
E2 ´m2

E `m

˙

“ 2mδss1

In modo del tutto analogo si dimostra anche la seconda delle (2.105).
Notiamo infine, in maniera immediata dalle definizioni in (2.102), che gli spinori u e

v sono ortogonali, cioè:
usvs1 “ vsus1 “ 0 . (2.106)

Con queste definizioni è anche immediato verificare che la conservazione della quadricorrente,
eq. 2.90, per una particella libera equivale alla conservazione dell’energia e all’invarianza
spaziale dell’impulso. Infatti ψ̄γµψ “ ūγµ u “ 2 pµ, avendo usato ψ “ u e´ip¨x e
l’equazione di Dirac (da cui ūγµ “ ū pµ{m). La conservazione di jµ “ ψ̄γµψ implica
quindi Bµp

µ “ 0.

2.4 Considerazioni fisiche sull’equazione di Dirac

Come possiamo interpretare le quattro soluzioni dell’equazione di Dirac, descritte in
Eq. (2.96), in termini di particelle fisiche?

Le soluzioni di tipo us hanno una diretta interpretazione: è presente infatti la
dipendenza spaziale e´ip¨x di un’onda piana rappresentante una particella con impulso
~p ed energia E. Lo spinore us definito in (2.102), scritto per una particella a riposo con
~p “ 0, assume la forma:

u1,2 “
?

2m

ˆ

χu1,u2

0

˙

.
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Per una particella a riposo, i gradi di libertà sono dati dallo spin. E’ dunque naturale
interpretare lo spinore χus a 2 componenti come la parte che descrive lo stato di spin del
sistema. Possiamo, per ricondurci a quanto già noto dalla meccanica quantistica non-
relativistica, scegliere χu1,u2 nella forma dei due autostati dell’operatore di spin della
MQ, in particolare considerando l’usuale base, in cui l’operatore terza componente Ŝz è
diagonale. Identifichiamo quindi χus con tali vettori:

χu1 “

ˆ

1
0

˙

, χu2 “

ˆ

0
1

˙

quindi u1 “
?

2m

¨

˚

˚

˝

1
0
0
0

˛

‹

‹

‚

, u2 “
?

2m

¨

˚

˚

˝

0
1
0
0

˛

‹

‹

‚

.

Abbiamo quindi lo spinore uÒ ” u1 che descrive una particella a spin 1{2 con spin
“up” (cioè sz “ `1{2) e lo spinore uÓ ” u2 che descrive il caso con spin “down” (sz “
´1{2). Le soluzioni ψ “ u1,2e

´ip¨x rappresentano quindi, in modo relativistico, particelle
libere di spin 1{2 e quadrimpulso pµ. E’ importante sottolineare come la considerazioni
di Dirac, descritte ad inizio sezione, portino ad una (semplice) equazione le cui soluzioni
contengono automaticamente il grado di libertà di spin, che in meccanica quantistica
non relativistica andava invece inserito ad hoc.

Come interpretare ora le soluzioni di tipo vs? Ad esse è associata un’onda piana con
quadrimpulso opposto rispetto a quelle appena viste, cioè con pµ Ñ ´pµ. Considerando
il caso a riposo si ha:

v1,2 “
?

2m

ˆ

0
χv1,v2

˙

Siccome energia e impulso sono opposti scegliamo gli spinori χvs in maniera opposta
rispetto al caso us, cioè

χv1 “

ˆ

0
1

˙

, χv2 “

ˆ

1
0

˙

quindi v1 “
?

2m

¨

˚

˚

˝

0
0
0
1

˛

‹

‹

‚

, v2 “
?

2m

¨

˚

˚

˝

0
0
1
0

˛

‹

‹

‚

.

Queste soluzioni sembrerebbero dunque descrivere particelle libere di spin 1{2, con valori
opposti di energia (che diventa quindi negativa), impulso e terza componente dello spin
rispetto alle particelle descritte dalle soluzioni us. Notiamo inoltre che gli stati us sono
ortogonali agli stati vs. Si può concludere che la dimensione 4 alla base della struttura
spinoriale alla Dirac è dovuta al fatto che lo spinore di Dirac descrive proprietà intrinseche
di spin 1/2 e stati energetici di duplice segno.

La presenza di stati ad energia negativa sembra problematica. Implicherebbe la
possibilità per uno stato con energia positiva di transire ad uno stato di energia negativa
(e questo ad uno stato di energia ancora più negativa e cos̀ı via, senza limite inferiore),
cioè non esisterebbero stati stabili ad energia positiva. Per risolvere il problema Dirac
ipotizzò che ciò che viene definito “vuoto” sia tale che tutti gli stati ad energia negativa
sono occupati. Per il principio di esclusione di Pauli, uno stato ad energia positiva non
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può quindi transire in uno di questi stati. L’assenza di uno stato ad energia negativa
dal “mare di Dirac” (cioè dal vuoto definito da Dirac), implica uno stato che, rispetto
al vuoto, ha l’energia (positiva) di una particella, carica opposta e spin opposto rispetto
allo stato ad energia negativa (e da qui la scelta operata su χvs rispetto a χus). Infatti
creando una lacuna nel mare di Dirac, cioè sottraendo dal mare di Dirac una particella
con energia ´ε pε ą 0q si ha:

E “ Evuoto ´ p´εq “ Evuoto ` εñ Eoss “ E ´ Evuoto “ ε ,

dove nel secondo passaggio abbiamo ridefinito la scala di energia, introducendo l’energia
osservata Eoss. Procedendo in modo analogo per la carica, si ha:

Q “ Qvuoto ´ p´|e|q “ Qvuoto ` |e| ñ Qoss “ Q´Qvuoto “ |e| .

Quindi lo stato (ad infinite particelle) costituito dal mare di Dirac con una lacuna di
particella nel livello energetico ´ε può essere interpretato come stato di particella (detta
antiparticella) in un livello energetico ε e con carica ´e “ |e|. La massa dell’antiparticella
dev’essere uguale a quella della particella.

La teoria di Dirac è stata introdotta nel 1928, l’interpretazione in termini del mare
di Dirac del 1929, ma è poi nel 1931 che Dirac comprende che la sua teoria può essere
riformulata interpretando le antiparticelle come particelle reali anzichè come assenza
di una particella, e che il vuoto può quindi tornare ad essere considerato privo di
particelle anzichè un mare infinito di particelle. Ciò permise di predire l’esistenza di
una nuova particella che chiamò anti-elettrone (ora chiamata positrone), con uguale
massa ma carica opposta rispetto agli elettroni. Le soluzioni ad energia negativa vengono
quindi interpretate come antiparticelle aventi stessa energia, impulso e spin totale delle
particelle già note ma con carica opposta. Il positrone fu scoperto sperimentalmente poco
dopo, nel 1932 da Anderson.

L’idea di dover ricorrere ad un sistema a molti corpi (il mare di Dirac) per poter
comprendere lo stato di singola particella libera ci instrada sulla via della teoria dei
campi che vediamo nella sezione 3, e dove l’introduzione di particelle e antiparticelle
di spin 1{2, cos̀ı come di particelle scalari, (a spin nullo, corrispondenti alle soluzioni
dell’equazione di Klein-Gordon) troverà una più naturale descrizione. L’ipotesi del mare
di Dirac, oltre ad apparire poco naturale, non è applicabile a bosoni (per i quali non vale
il principio di esclusione di Pauli) e dà luogo ad alcune inconsistenze.

2.5 Interazione elettromagnetica per le equazioni relativistiche

Concludiamo il capitolo discutendo come si modificano le equazioni relativistiche appena
introdotte se, anzichè considerare il caso di particella libera, introduciamo l’interazione
elettromagnetica. Per farlo ricorriamo al principio di gauge già discusso per l’equazione
di Schrödinger nella sezione 1.5.1. Andiamo quindi a sostituire alla derivata ordinaria Bµ

la derivata covariante Dµ la cui forma, per una particella di carica q, è stata introdotta
in Eq. 1.176:

Bµ ÝÑ Dµ ” Bµ ` iqAµ
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Per l’equazione di Klein-Gordon
`

BµB
µ`m2

˘

Φpx, tq “ 0 (la quale fornisce l’equazione
d’onda relativistica per particelle di spin 0, come vedremo meglio in seguito) si ha:

`

DµD
µ `m2

˘

Φpx, tq “ 0

cioè:
`

Bµ ` iqAµ
˘`

Bµ ` iqAµ
˘

Φ`m2Φ “ 0

da cui otteniamo l’equazione di Klein-Gordon in presenza di interazioni elettromagnetiche:

`

l`m2
˘

Φ “ ´iq
`

BµA
µ `AµB

µ
˘

Φ` q2AµA
µΦ (2.107)

Per l’equazione di Dirac
`

iγµBµ´m
˘

Ψ “ 0, relativa a particelle di spin 1{2, otteniamo
invece:

`

iγµDµ ´m
˘

Ψ “ 0

da cui l’equazione di Dirac in presenza di interazioni elettromagnetiche:

`

iγµBµ ´m
˘

Ψ “ q {AΨ (2.108)

dove {A “ γµAµ. Si può verificare esplicitamente che le equazioni 2.107 e 2.108 sono
invarianti per effetto delle trasformazioni congiunte di fase locale e potenziali:

Ψp~x, tq ÝÑΨ1p~x, tq “ eiαp~x,tqΨp~x, tq

Aµ ÝÑA1
µ
“ Aµ ´

1

q
Bµα .

Grazie a quanto appena introdotto possiamo calcolare il termine di interazione spin-
orbita predetto dall’equazione di Dirac, che fu uno dei più grandi successi della teoria.
Riprendiamo Eqs. 2.100, ora con le sostituzioni E Ñ E ´ eA0 e ~p Ñ ~π ” ~p ´ e ~A. Si
ottiene:

pE ´ eA0qχ “ mχ`
p~σ ¨ ~πq2

E ´ eA0 `m
χ .

Consideriamo il limite non-relativistico e di interazione debole, per cui E » m " eA0, e
introduciamo la componente non-relativistica dell’energia Enr » E ´m, da cui:

Enr χ “ eA0 χ`
p~σ ¨ ~πq2

2m
χ ,

che possiamo interpretare come l’equazione per gli stati stazionari in M.Q. non-relativistica
Enr χ “ Ĥ χ. Nell’Hamiltoniana abbiamo dunque un operatore proporzionale a p~σ ¨~πq2,
il quale può essere riscritto come:

p~σ ¨ ~πq2 “σi σj πi πj “ ~π2 ` iεijk σk πi πj “ ~π2 ` iεijk σk

ˆ

i
B

Bxi
` eAi

˙ ˆ

i
B

Bxj
` eAj

˙

“ ~π2 ´ eεijk σk

ˆ

BAj
Bxi

˙

“ ~π2 ´ e~σ ¨
´

~∇ˆ ~A
¯

“ ~π2 ´ e~σ ¨ ~B ,
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avendo usato nel secondo passaggio σi σj “ δij ` i εijk σk e nel quarto l’antisimmetria
del simbolo di Levi-Civita. Abbiamo quindi determinato un termine di interazione dato
da:

Ĥs.o. “ ´
e

2m
~σ ¨ ~B , (2.109)

che chiaramente possiamo riscrivere come l’usuale ´~µ ¨ ~B e determinare il momento
magnetico dell’elettrone (ritornando per un momento ad unità ordinarie):

~µ ”
e ~

2mc
~σ “ 2

e

2mc

ˆ

~
2
~σ

˙

“ g
e

2mc
~s “ g

µB
~
~s , (2.110)

dove ~s è l’operatore di spin. Abbiamo quindi scoperto che la teoria di Dirac predice un
rapporto giromagnetico g “ 2, valore che invece viene inserito “a mano” nella trattazione
della M.Q. non relativistica. Sperimentalmente si trova un valore g » 2.002, compatibile
al livello del per-mille con la predizione!3

3La differenza è legata a “correzioni radiative”, la cui origine sarà più chiara nel formalismo della
teoria dei campi.
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Chapter 3

Fondamenti di Teoria Quantistica
dei Campi

Abbiamo visto nel capitolo precedente come la presenza di soluzioni dell’equazione di
Dirac ad energia negativa ponga dei problemi di interpretazione. Inoltre, se ammettiamo
l’esistenza di particelle ed antiparticelle, diventano possibili a livello quantistico processi
di creazione o distruzione di coppie particella-antiparticella. Diviene quindi necessaria
una teoria in cui il numero di particelle non si conserva, cioè possono essere create
o distrutte particelle. Dobbiamo capire come estendere la descrizione della sezione
precedente per includere questa situazione fisica. Inoltre, nella descrizione dell’interazione
elettromagnetica attraverso l’equazione di Dirac abbiamo trattato in maniera “asimmetrica”
gli elettroni e la radiazione elettromagnetica. Mentre i primi sono descritti quantisticamente,
abbiamo usato una teoria di campo classica per il campo elettromagnetico. Infine si può
vedere che (anche se non lo mostriamo qui esplicitamente) che la teoria di Dirac per
singola particella porta a violazioni di causalità. Dobbiamo quindi compiere un ulteriore
passo per arrivare ad una teoria che sia completamente quantistica e consistente con la
relatività ristretta.

Introduciamo in questo capitolo i principi fondamentali della Teoria Quantistica
dei Campi, alla quale arriveremo attraverso l’estensione del formalismo di Lagrange-
Hamilton della meccanica classica.

3.1 Formalismo di Lagrange-Hamilton in meccanica classica
- dimensione finita

Il formalismo di Lagrange-Hamilton è basato sul principio di minima azione. Per
una particella in moto unidimensionale con posizione qptq e velocità 9qptq, l’azione è data
da:

S ”

ż t2

t1

L
`

qptq, 9qptq
˘

dt , (3.1)
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avente dimensioni rSs “ E ¨ T , e dove L è la funzione Lagrangiana L “ K ´ U , con
K energia cinetica e U energia potenziale. Il principio di minima azione afferma che, tra
tutte le traiettorie qptq possibili tra i tempi t1, t2, la particella segue quella che minimizza
l’azione S. In altre parole afferma che, tenendo fissati i punti qpt1q e qpt2q, la variazione
dell’integrale di azione al variare della traiettoria è nulla. Richiediamo quindi δS “ 0
per la variazione generica q ` δq:

δS “

ż t2

t1

dt

"

BL

Bq
δq `

BL

B 9q

dpδqq

dt

*

“

ż t2

t1

dt

"

BL

Bq
δq ´

d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙

δq

*

“

ż t2

t1

dtδq

"

BL

Bq
´
d

dt

ˆ

BL

B 9q

˙*

“ 0

dove nel secondo passaggio si è usato l’integrazione per parti. Siccome gli estremi di
integrazione non variano, la variazione di S corrisponde ad una variazione dell’integrando
(e nell’integrazione per parti il termine di bordo è nullo, in quanto δqpt1q “ δqpt2q “ 0).
Affinchè δS si annulli per qualsiasi variazione δq, deve evidentemente valere:

BL

Bqptq
´
d

dt

BL

B 9qptq
“ 0 , (3.2)

detta equazione del moto di Eulero-Lagrange.
Esempio Lagrangiana: Nel caso di un oscillatore armonico, la Lagrangiana che

descrive il sistema è:

L “
1

2
m 9x2 ´

1

2
mω2x2 (3.3)

e le equazioni del moto 3.2 portano chiaramente a :x “ ´ω2x.

Per un moto d-dimensionale descritto da qiptq con i “ 1, 2, . . . , d o, più in generale,
sistemi con un numeroN di coordinate Lagrangiane indicate con qrptq con r “ 1, 2, . . . , N
si ha la seguente formulazione Lagrangiana con N equazioni:

BL

Bqrptq
´
d

dt

BL

B 9qrptq
“ 0 r “ 1, 2, . . . , N (3.4)

L’Hamiltoniana può essere ottenuta dalla Lagrangiana con una trasformata di Legendre,
da cui (per semplicità consideriamo solo una coordinata):

Hpq, pq “ p 9q ´ Lpq, 9qq , (3.5)

con p “ BL
B 9q . Le equazioni del moto diventano:

#

9q “ BH
Bp

9p “ ´BH
Bq ,

(3.6)

dove tale coppia di equazioni al prim’ordine è equivalente alla singola equazione al
second’ordine del formalismo lagrangiano.
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Esempio Hamiltoniana: Riprendendo il caso dell’oscillatore armonico e usando il
formalismo hamiltoniano quello che otteniamo è

H “ p 9q ´

ˆ

m 9q2

2
´
mω2q2

2

˙

“ p
p

m
´
m

2

´ p

m

¯2
`
mω2q2

2

cioè l’hamiltoniana

H “
p2

2m
`
mω2q2

2
“ K ` U (3.7)

con le equazioni del moto associate:
#

9q “ BH
Bp “

p
m

9p “ ´BH
Bq “ ´mω

2q
(3.8)

dalle quali si ottiene la stessa equazione del moto derivata col formalismo lagrangiano.

3.2 Formalismo di Lagrange-Hamilton in meccanica quantistica
- dimensione finita

Il formalismo Hamiltoniano, dove p e q sono le variabili indipendenti (mentre 9q può
essere ricavato invertendo p “ BL

d 9q ), è particolarmente indicato per una riformulazione
quantistica. Consideriamo la formulazione alla Heisenberg della meccanica quantistica
e introduciamo gli operatori q̂ptq e p̂ptq, che soddisfano il commutatore fondamentale:

“

q̂ptq, p̂ptq
‰

“ i

(in unità naturali). L’analogo quantistico delle equazioni del moto di Hamilton determina
l’evoluzione temporale dei due operatori:

9̂qptq “ ´irq̂, Ĥs 9̂pptq “ ´irp̂, Ĥs . (3.9)

Più in generale l’Hamiltoniana determina l’evoluzione temporale di un operatore Âpq̂, p̂q:

9̂
Aptq “ ´i

“

Âptq, Ĥ
‰

(3.10)

dove Ĥ è l’Hamiltoniana in formato operatoriale:

Ĥ “ K̂ ` Û “ p̂ 9̂q ´ L̂ (3.11)

Da quanto ricavato in eq. 3.7 per l’esempio dell’ oscillatore armonico si ha:

Ĥ “
p̂2

2m
`

1

2
mω2q̂2 , L̂ “

1

2
m 9̂q2 ´

1

2
mω2q̂2 . (3.12)

Combinando con eq. 3.9 si ottiene:

9̂p “ ´mω2q̂

e sapendo che p̂ “ m 9̂q equivale a:
:̂q “ ´ω2q̂ .
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3.3 Formalismo di Lagrange-Hamilton in teoria classica dei
campi

La variabile dinamica che ora consideriamo è un campo che assume un certo valore in
ogni punto dello spazio-tempo. Possiamo ottenere una teoria di campo considerando
il limite N Ñ 8 dei gradi di libertà della descrizione a dimensione finita introdotta in
Sezione 3.1:

 

qrptq; r “ 1, 2, ..., N
( NÑ8
ÝÝÝÝÑ Φpx, tq (3.13)

dove x è ora una variabile continua che indicizza il valore del campo Φ avente un’infinità
continua di gradi di libertà. Per il momento prendiamo Φ essere uno scalare, ma potrà
poi anche essere un vettore, tensore, o spinore. Introduciamo ora una densità di
lagrangiana L:

L “

ż

d3x LrΦ, 9Φ, ~∇Φs (3.14)

e notiamo che, dovendo S avere dimensioni di energia per tempo, deve essere rLs “ E e
rLs “ E ¨ V ´1. La densità di lagrangiana dipende da Φ, 9Φ proprio come la lagrangiana
dipendeva da q, 9q, ma anche dalla derivata spaziale ~∇Φ. In termini di azione si ha:

S “

ż

dt L “

ż

dt d3x LrΦ, 9Φ, ~∇Φs “

ż

d4x LrΦ, BµΦs , (3.15)

che suggerisce come il formalismo lagrangiano si presti naturalmente all’estensione relativistica.

Il principio di minima azione δS “ 0 continua a valere, e ora è scrivibile come (per
semplicità, nel caso spazialmente unidimensionale):

δS “

ż

dt

ż
„

BL
BΦ

δΦ`
BL

B
`

BΦ{Bx
˘δ

ˆ

BΦ

Bx

˙

`
BL
B 9Φ

δ 9Φ



dx “ 0

Per ricavare le equazioni del moto da questo principio operiamo come in meccanica
classica, cominciando dall’integrare per parti il termine in δ 9Φ:

ż t2

t1

dt
BL
B 9Φ

δ 9Φ “

„

BL
B 9Φ

δΦ

t2

t1

´

ż t2

t1

dt
d

dt

ˆ

BL
B 9Φ

˙

δΦ

“ ´

ż t2

t1

dt
d

dt

ˆ

BL
B 9Φ

˙

δΦ

dove il primo termine è nullo in quanto δΦpt1q “ δΦpt2q ” 0. A differenza del caso
classico, abbiamo il termine in δ

`

BΦ{Bx
˘

e integriamo anch’esso per parti:

ż x2

x1

dx
BL

B
`

BΦ{Bx
˘δ

ˆ

BΦ

Bx

˙

“

„

BL
B
`

BΦ{Bx
˘δΦ

x2

x1

´

ż x2

x1

dx
B

Bx

ˆ

BL
B
`

BΦ{Bx
˘

˙

δΦ

“ ´

ż x2

x1

dx
B

Bx

ˆ

BL
B
`

BΦ{Bx
˘

˙

δΦ
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Il principio di minima azione diventa dunque:

δS “

ż

dt

ż

dx δΦ

„

BL
BΦ

´
B

Bx

ˆ

BL
B
`

BΦ{Bx
˘

˙

´
d

dt

ˆ

BL
B 9Φ

˙

“ 0

Considerando che δΦ è arbitrario, possiamo infine a formulare le equazioni di Eulero-
Lagrange di campo:

BL
BΦ

´
B

Bx

ˆ

BL
B
`

BΦ{Bx
˘

˙

´
d

dt

ˆ

BL
B 9Φ

˙

“ 0 , (3.16)

che si generalizzano in maniera immediata al caso con tre dimensioni spaziali come:

BL
BΦ

´ ~∇ ¨
ˆ

BL
B
`

~∇Φ
˘

˙

´
d

dt

ˆ

BL
B 9Φ

˙

“
BL
BΦ

´ Bµ

ˆ

BL
B
`

BµΦ
˘

˙

“ 0 (3.17)

Esempio Consideriamo come semplice ma importante esempio la lagrangiana:

L “ 1

2
BµΦBµΦ µ “ 0, 1, 2, 3 . (3.18)

E’ immediato notare che la densità di Lagrangiana L è relativisticamente covariante.
Le equazioni di Eulero-Lagrange forniscono l’equazione di un’onda che si propaga con
velocità c:

lΦ “ ~∇2Φ´
B2Φ

Bt2
“ 0

che è l’equazione di Klein-Gordon con massa nulla e ha come soluzione le onde piane

della forma e˘ip~k¨~x´ωtq, con relazione di dispersione ω2 “ k2.

Nel caso massivo, la densità di Lagrangiana è data da

L “ 1

2
BµΦBµΦ´

1

2
m2Φ2 (3.19)

a cui è possibile associare l’eq.del moto di Eulero-Lagrange

BL
BΦ

´ Bµ

ˆ

BL
BpBµΦq

˙

“ ´m2Φ2 ´ BµB
µΦ “ pl`m2qΦ “ 0

che corrisponde esattamente all’eq. di K.G. massiva, che sappiamo ammettere una base
di soluzioni data dalle onde piane e˘ik¨x dove kµ “ pω,´~kq e k2 “ m2 (corrispondente

alla relazione di dispersione ω2 “ ~k2 `m2), come si verifica immediatamente

pl`m2qe˘ik¨x “ p´kµk
µ `m2qe˘ik¨x .
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3.3.1 Simmetrie, correnti e cariche

In teoria dei campi, per simmetria di un sistema si intende una trasformazione dei campi
che lascia invariante l’azione S e l’equazione del moto di Eulero-Lagrange 3.16.
Consideriamo delle trasformazioni continue infinitesime:

Φ Ñ Φ` ε∆Φ (3.20)

assumendo quindi che ε sia un parametro costante piccolo e ∆Φ sia una specifica trasformazione,
da cui δΦ “ ε∆Φ.
La condizione che S rimanga invariante si traduce in:

LÑ L` εBµKµ (3.21)

dove Kµ dipenderà dai campi attraverso Eq. 3.20 e considerando la specifica forma di
L. La condizione 3.21 implica

S Ñ S ` ε

ż

dx4BµK
µ (3.22)

e la variazione è chiaramente nulla, anche al bordo (grazie alla condizione ∆Φ “ 0).
La condizione risultante dalla richiesta di validità delle equazioni del moto di Eulero-
Lagrange invece si ricava espandendo la lagrangiana al prim’ordine:

LÑ L` εBL
BΦ

∆Φ`
BL

BpBµΦq
Bµpε∆Φq

“ L` ε
"

BL

BΦ
∆Φ` Bµ

ˆ

BL
BpBµΦq

∆Φ

˙

´ Bµ

ˆ

BL
BpBµΦq

˙

∆Φ

*

“ L` εBµ
ˆ

BL
BpBµΦq

∆Φ

˙

dove nell’ultimo passaggio abbiamo imposto l’eq. del moto di Eulero- Lagrange.
Mettendo insieme quanto ricavato:

#

LÑ L` εBµKµ

LÑ L` εBµ
´

BL
BpBµΦq∆Φ

¯ (3.23)

Combiniamo queste due condizioni in maniera più compatta introducendo una corrente
conservata definita da

jµ “
BL

BpBµΦq
∆Φ´Kµ (3.24)

per la quale deve valere:
Bµj

µ “ 0 . (3.25)

Quanto appena visto è il cosiddetto teorema di Noether che lega la simmetria continua
a una corrente conservata, cioè ci dice che in teoria dei campi, l’invarianza della lagrangiana
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sotto una trasformazione continua (cioè L cambia al massimo per una derivata totale)
implica una corrente conservata.

Esempio Cominciamo generalizzando a più campi l’esempio precedente, e prendiamo
il caso a due campi:

L “ 1

2

`

BµΦ1BµΦ1 ` BµΦ2BµΦ2
˘

.

Possiamo riscrivere questa relazione definendo un vettore colonna con i singoli campi,
ovvero

Φ “

ˆ

Φ1

Φ2

˙

con L “ 1

2
BµΦTBµΦ .

E’ immediato capire che tale Lagrangiana è invariante per rotazioni “interne”, cioè per
trasformazioni Φ Ñ RΦ, con R matrice 2 ˆ 2 tale che RT R “ 1. Esplicitamente
possiamo scrivere la rotazione come:

ˆ

Φ1

Φ2

˙

Ñ

ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙ˆ

Φ1

Φ2

˙

. (3.26)

Consideriamo ora il caso di un campo complesso e definiamolo in termini di due
componenti reali

Φ “
Φ1 ` iΦ2

?
2

Φ˚ “
Φ1 ´ iΦ2

?
2

Definendo la densità di Lagrangiana in campo complesso come

L “ BµΦ˚BµΦ (3.27)

vediamo che è equivalente alla definizione appena introdotta per due campi reali

L “ 1
?

2

1
?

2
BµpΦ

1 ´ iΦ2qBµpΦ1 ` iΦ2q “
1

2
pBµΦ1BµΦ1 ` BµΦ2BµΦ2q .

Le corrispondenti eq. di Eulero-Lagrange che seguono dalla variazione dell’azione
rispetto alle componenti in campo complesso

BL
BΦ˚

´ Bµ

ˆ

BL
BpBµΦ˚q

˙

“ 0 ;
BL
BΦ

´ Bµ

ˆ

BL
BpBµΦq

˙

“ 0

forniscono due equazioni coniugate. Notando che il primo termine è nullo, dal secondo
si ha

BµB
µΦ “ 0 ; BµB

µΦ˚ “ 0 .

La rotazione descritta in eq. 3.26 corrisponde a:

#

Φ Ñ eiαΦ

Φ˚ Ñ e´iαΦ˚ .
(3.28)
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Sotto questa trasformazione la Lagrangiana è invariante e si ha quindiKµ “ 0. Considerando
una trasformazione infinitesima, è possibile sviluppare l’esponenziale (con argomento
α “ ε):

#

Φ Ñ p1` iεqΦ “ Φ` iεΦ

Φ˚ Ñ p1` iεqΦ˚ “ Φ˚ ` iεΦ˚
ñ

#

∆Φ “ iΦ

∆Φ˚ “ ´iΦ˚
(3.29)

Il teorema di Noether definisce la corrente conservata come

jµ “
BL

BpBµΦq
∆Φ`

BL
BpBµΦ˚q

∆Φ˚ (3.30)

e usando la 3.27 e 3.29 si ha

jµ “ ´ipΦ˚BµΦ´ pBµΦ˚qΦq (3.31)

Verifichiamo esplicitamente che la corrente è conservata:

Bµj
µ “ ´iBµpΦ

˚BµΦ´ pBµΦ˚qΦq

“ ´i t���
��BµΦ˚BµΦ` Φ˚BµB

µΦ´ pBµB
µΦ˚qΦ´���

��BµΦ˚BµΦu

“ ´i tΦ˚lΦ´ plΦ˚qΦu “ 0

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato le equazioni del moto. Vedremo in seguito che
accoppiando un campo complesso all’elettromagentismo otterremo che jµ corrisponde
alla corrente elettrica.

Simmetria per traslazioni spazio-temporale Consideriamo ora delle traslazioni:

T : xµ Ñ xµ ´ aµ (3.32)

T´1 : xµ Ñ xµ ` aµ (3.33)

dove aµ sono 4 parametri continui. Nel caso del campo scalare si ha

Φ1pxq “ ΦpT´1x1q “ Φpx` aq

e considerando una trasformazione infinitesima aµ “ εµ otteniamo
#

Φ1pxq “ Φpx` εq » Φpxq ` εµBµΦpxq

δΦpxq “ Φ1pxq ´ Φpxq » εµBµΦ

Anche la Lagrangiana è uno scalare, per cui possiamo scrivere L Ñ L ` εµBνpδ
ν
µLq, da

cui

Kν
µ “ δνµL
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Usando il teorema di Noether, abbiamo che, nel caso di simmetria per traslazioni, le
correnti conservate sono le quattro componenti @µ del “tensore energia-impulso”:

T νµ “
BL

BpBνΦq
BµΦ´ δνµL . (3.34)

Infatti, nel caso di simmetria per traslazioni nella dimensione µ, vale Bν T
ν
µ “ 0, dal

teorema di Noether. Considerando il caso µ “ 0 stiamo considerando l’invarianza per
traslazioni temporali. La corrispondente carica conservata dovrà quindi essere l’energia.
Possiamo quindi definire l’Hamiltoniano

H “

ż

d3x T 0
0 . (3.35)

Formalismo Hamiltoniano Oltre al formalismo lagrangiano per i campi possiamo
introdurre il formalismo hamiltoniano, dove definiamo la densità di hamiltoniana H:

H “

ż

d3x H . (3.36)

Grazie a quanto appena visto in eq. 3.35 sappiamo che H “ T 0
0 e usando eq. 3.34 si

ottiene

H “
BL
B 9Φ

9Φ´ L , (3.37)

dove 9Φ “ B0Φ.

Definiamo una densità di campo di impulso, anche detta impulso canonicamente
coniugato a Φ, come:

Πpx, tq ”
BL

B 9Φpx, tq
(3.38)

che ha dimensioni rΠs “ rpsV ´1. Dalla eq. 3.37, otteniamo quindi l’analogo della
relazione vista nel caso a dimensione finita Hpq, pq “ p 9q ´ L:

HpΦ,Πq “ Πpx, tq 9Φpx, tq ´ L (3.39)

Esempio Considerando la densità di lagrangiana dell’esempio 3.19 otteniamo per la
densità di impulso coniugato Πpx, tq “ 9Φ e per la densità di hamiltoniana:

H “
1

2

„

Π2 `

ˆ

~∇Φ

˙2

`m2Φ2



(3.40)

3.4 Il formalismo di Lagrange-Hamilton in teoria dei campi
quantistica

Vogliamo ora quantizzare il formalismo dei campi classici appena sviluppato.
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Come già visto nel caso a dimensione finita, le variabili coniugate del formalismo
Hamiltoniano sono adatte a descrivere in modo “canonico” la procedura di quantizzazione.
Abbiamo ora introdotto il campo di coordinate Φpx, tq ed il campo di impulso Πpx, tq in
analogia a qrptq, prptq. Nel caso di N coordinate ed impulsi, essi vengono promossi ad
operatori con le regole di commutazione:

“

q̂r, p̂s
‰

“ iδrs ;
“

q̂r, q̂s
‰

“
“

p̂r, p̂s
‰

“ 0 .

Nel caso continuo, dove cioè gli indici r, s diventano variabili continue x, y, trasormiamo
i campi Φ e Π in operatori Φ̂, Π̂, imponendo le stesse condizioni di commutazione, cioè
la condizione di quantizzazione canonica:

“

Φ̂p~x, tq, Π̂p~y, tq
‰

“ iδ3px´ yq ,
“

Φ̂p~x, tq, Φ̂p~y, tq
‰

“
“

Π̂p~x, tq, Π̂p~y, tq
‰

“ 0 (3.41)

calcolata a tempi t uguali per Φ̂ e Π̂. Per comprendere l’interpretazione fisica dell’operatore
di campo è utile tornare alla precedente lagrangiana di esempio 3.18.

3.4.1 Il campo scalare reale di Klein-Gordon

Consideriamo un campo scalare Φp~x, tq reale, ovvero con Φ˚ “ Φ, e massivo. Come già
visto la densità di Lagrangiana è data da

L “ 1

2
BµΦBµΦ´

1

2
m2Φ2 (3.42)

mentre l’eq. del moto di Eulero-Lagrange è pl `m2qΦ “ 0, che corrisponde all’eq. di
K.G.. Sapendo che l’eq. di K.G. ammette una base di soluzioni data dalle onde piane
e˘ik¨x dove kµ “ pω,´~kq e k2 “ m2, possiamo scrivere il campo di Klein-Gordon in
termini di onde piane. Nella forma di una trasformata di Fourier si ha:

Φpxq “

ż

d4k

p2πq4
“

apkqe´ik¨x ` bpkqe`ik¨x
‰

.

Richiedendo che sia reale si ha b “ a˚, e applicando l’operatore pl `m2q è immediato
verificare che l’eq di K.G. è soddisfatta se vale la condizione di mass-shell, cioè k2 “ m2.
Includendo tali informazioni si può scrivere

Φpxq “

ż

d4k

p2πq4
p2πqδpk2 ´m2q

!

apkqe´ik¨x ` a˚pkqeik¨x
)

da cui, facendo agire la δ si ottiene

Φpxq “ Φp~x, tq “

ż

d3k

p2πq32ω

!

ap~kqe´iωt`i
~k¨~x ` a˚p~kqeiωt´i

~k¨~x
)

. (3.43)
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I fattori p2πq3 2ω sono puramente legati alle convenzioni sulla normalizzazione dei campi,
e si possono trovare scelte differenti in letteratura.
Lo sviluppo del campo canonicamente coniugato Π “ 9Φ è dato da:

Πpx, tq “ ´
i

2

ż

d3k

p2πq3

!

ap~kqe´iωt`i
~k¨~x ´ a˚p~kqeiωt´i

~k¨~x
)

(3.44)

Per utilizzo futuro calcoliamo anche

~∇Φ “

ż

d3k

p2πq3
i~k

2ω

!

ap~kqe´ik¨x ´ a˚p~kqeik¨x
)

. (3.45)

La procedura di quantizzazione canonica dei campi consiste nel promuovere Φ e Π ad
operatori Φ̂ e Π̂ e imporre la regola di commutazione fondamentale 3.41. Nelle eqs. 3.43
e 3.44 dobbiamo quindi promuovere i coefficienti a e a˚ ad operatori â e â::

Φ̂px, tq “

ż

d3k

p2πq32ω

“

âp~kqeip
~kx´ωtq ` â:p~kqe´ip

~kx´ωtq
‰

(3.46)

Π̂px, tq “ ´
i

2

ż

d3k

p2πq3
“

âp~kqeip
~kx´ωtq ´ â:p~kqe´ip

~kx´ωtq
‰

(3.47)

e affinchè valgano le 3.41 dobbiamo imporre per â e â: le seguenti proprietà di commutazione:

“

âp~kq, â:p~k1q
‰

“ p2πq32ωδ3p~k ´ ~k1q ;
“

âp~kq, âp~k1qs “
“

â:p~kq, â:p~k1q
‰

“ 0 (3.48)

Dimostriamo che le eqs. 3.48 implicano le eqs. 3.41:

”

Π̂p~x, tq, Φ̂p~y, tq
ı

“

ż

d3k

p2πq3

ż

d3k1

p2πq3

ˆ

´
i

4ω1

˙

”

âp~kqeip
~k¨~x´ωtq`

´ â:p~kqeipωt´
~k¨~xq , âp~k1qeip

~k1¨~y´ω1tq ` â:p~k1qeipω
1t´~k1¨~yq

ı

“

ż

d3k

p2πq3

ż

d3k1

p2πq3

ˆ

´
i

4ω1

˙

!

e´ipω´ω
1qt`ip~k¨~x´~k1¨yq

râp~kq, â:p~k1qs ´ eipω´ω
1qt´ip~k¨~x´~k1¨yqrâ:p~kq, âp~kqs

)

“

ż

d3k

p2πq3

ż

d3k1
ˆ

´
i

2

˙

 

δ3p~k ´ ~k1qe´ipω´ω
1qt`ip~k¨~x´~k1¨yq

` δ3p~k ´ ~k1qeipω´ω
1qt´ip~k¨~x´~k1¨yq

)

“

ż

d3k

p2πq3

ˆ

´
i

2

˙

!

ei
~k¨p~x´~yq ` e´i

~k¨p~x´~yq
)

“ ´i

ż

d3k

p2πq3
ei
~k¨p~x´~yq “ ´iδ3p~x´ ~yq .

Gli operatori â e â: possono essere interpretati come operatori di creazione e distruzione,
già studiati per il caso dell’oscillatore armonico (si veda Appendice B). Per capire tale
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interpretazione dobbiamo scrivere l’Hamiltoniana in termini di tali operatori. L’espressione
dell’operatore Hamiltoniano è data da

H “

ż

d3x
1

2

´

Π2 ` p ~∇Φq2 `m2Φ2
¯

determinando separatamente ogni termine

ż

d3x Π̂2 “

ż

d3k

p2πq3

ˆ

´
1

4

˙

!

âp~kqâp´~kqe´2iωt ` â:p~kqâ:p´~kqe2iωt ´ âp~kqâ:p~kq ´ â:p~kqâp~kq
)

ż

d3x p ~∇Φ̂q2 “

ż

d3k

p2πq3

˜

~k2

4ω2

¸

!

âp~kqâp´~kqe´2iωt ` â:p~kqâ:p´~kqe2iωt ` âp~kqâ:p~kq ` â:p~kqâp~kq
)

ż

d3xm2Φ̂2 “

ż

d3k

p2πq3

ˆ

m2

4ω2

˙

!

âp~kqâp´~kqe´2iωt ` â:p~kqâ:p´~kqe2iωt ` âp~kqâ:p~kq ` â:p~kqâp~kq
)

e sostituendo i risultati otteniamo

Ĥ “
1

2

ż

d3k

p2πq3

"

1

4

˜

´1`
~k2

ω2
`
m2

ω2

¸

”

âp~kqâp´~kqe´2iωt ` â:p~kqâ:p´~kqe2iωt
ı

`
1

4

˜

`1`
~k2

ω2
`
m2

ω2

¸

”

âp~kqâ:p~kq ` â:p~kqâp~kq
ı

*

ricordando la relazione di mass-shell ω2 “ ~k2 `m2 si ha

Ĥ “

ż

d3k

p2πq3
1

4

”

âp~kqâ:p~kq ` â:p~kqâp~kq
ı

“

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

”

âp~kqâ:p~kq ` â:p~kqâp~kq
ı ω

2
.

Nell’ultimo passaggio abbiamo re-inserito il fattore di normalizzazione p2πq3 2ω per
sottolineare come la restante parte dell’integrando sia perfettamente analoga al risultato
di un singolo oscillatore Ĥ “ ω

2 pâ
: â` â â:q, riportato in Appendice B. E’ dunque lecito

interpretare gli operatori â:pkq e âpkq come operatori di creazione e distruzione di un
quanto di energia ~ω. L’Hamiltoniana ha perà ora un contributo da infiniti oscillatori
armonici indipendenti.

Manipolando ulteriormente l’espressione di H otteniamo

Ĥ “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

´

â:p~kqâp~kq ` râp~kq, â:p~kqs ` â:p~kqâp~kq
¯ ω

2

“

ż

d3k

p2πq3
1

2ω
â:p~kqâp~kqω `

ż

d3k

p2πq3
1

2ω
p2πq3δ3p0qω2

Focalizziamoci ora sul secondo termine e notiamo due cose. La prima è che non sono
presenti operatori e quindi tale termine determina un contributo di energia uguale per
qualsiasi stato fisico. Possiamo considerarlo come l’energia di punto zero, l’analogo
continuo dell’energia dello stato fondamentale ~ω{2 che compare nell’Hamiltoniana per
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il singolo oscillatore. Il secondo aspetto da notare è che l’integrale diverge. La ragione è
legata al fatto che ora stiamo considerando non più uno, ma infiniti oscillatori armonici.
La soluzione convenzionale di questo problema sta nel considerare come importanti solo
le differenze di energia relative ad uno stato fondamentale opportunamente scelto. Si
può quindi eliminare questo termine, che equivale ad una costante infinita, nell’operatore
Hamiltoniano. Detto in altri termini, imponiamo che lo stato di vuoto (o fondamentale)
abbia energia nulla. Tale stato è definito dalla richiesta che lo spettro sia limitato
inferiormente, cioè in maniera del tutto analoga al caso discreto, da

|0y { âp~kq |0y “ 0 @k (3.49)

Applicando l’Hamiltoniana ottenuta

Ĥ “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

´

â:p~kqâp~kqω
¯

(3.50)

allo stato di vuoto otteniamo chiaramente Ĥ |0y “ 0.

Capiamo ora meglio perchè possiamo effettivamente considerare gli operatori â e â:

come operatori di creazione e distruzione. Calcoliamo i commutatori con l’Hamiltoniana

rĤ, âp~kqs “

ż

d3k1

p2πq3
1

2
râ:p~k1qâp~k1q, âp~kqs “

ż

d3k1

p2πq3
1

2
râ:p~k1q, âp~kqsâp~k1q

“ ´ωâp~kq

rĤ, â:p~kqs “

ż

d3k1

p2πq3
1

2
râ:p~k1qâp~k1q, â:p~kqs “

ż

d3k1

p2πq3
1

2
â:p~k1qrâp~k1q, â:p~kqs

“ ωâ:p~kq

Quindi da questo segue che se |Ey è un autostato di Ĥ, ossia Ĥ |Ey “ E |Ey, allora

Ĥâp~kq |Ey “ prĤ, âp~kqs ` âp~kqĤq |Ey “ pE ´ ωqâp~kq |Ey

Ĥâ:p~kq |Ey “ prĤ, â:p~kqs ` â:p~kqĤq |Ey “ pE ` ωqâ:p~kq |Ey

quindi i due stati âp~kq |Ey e â:p~kq |Ey sono ancora autostati di Ĥ, ma con una distruzione
o creazione di un quanto di energia ω rispetto allo stato |Ey.

Interpretazione fisica Abbiamo finora ragionato interpretando Φ̂p~x, tq come una
generalizzazione continua dell’operatore posizione q̂r e procedendo in analogia con la
quantizzazione di quest’ultima ed ereditando i postulati della meccanica quantistica. Non
è strettamente necessario. Inoltre non dobbiamo pensare a Φp~x, tq come alla funzione
d’onda di singola particella. Possiamo invece direttamente postulare l’esistenza di un
campo fondamentale Φ (classicamente descritto attraverso il formalismo Lagrangiano),
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quantizzato secondo le regole di quantizzazione canonica, e che descrive stati a multi-
particella. Riconsideriamo lo sviluppo del campo

Φ̂p~x, tq “

ż

d3k

p2πq32ω

!

âp~kqe´iωt`i
~k¨~x ` â:p~kqeiωt´i

~k¨~x
)

I suoi quanti di eccitazione, creati o distrutti da â:pkq e âpkq, sono le particelle del
campo in questione, ad esempio fotoni se consideriamo il campo elettromagnetico.

Il formalismo qui sviluppato per l’operatore Φ̂ comprende sia la natura ondulatoria
che quella corpuscolare di radiazione e materia. L’aspetto ondulatorio nasce dal fatto che
Φ̂ è dato da uno sviluppo in serie di onde piane (in quanto soluzione di un’equazione di
onda). L’aspetto particellare appare evidente attraverso la natura discreta dello spettro
di energia e degli operatori â:, â, che si riferiscono a singoli quanti di oscillazione, le
particelle.

Nell’espressione Φ̂ il termine che distrugge un quanto è associato all’esponenziale
e´iωt, mentre quello che lo crea è associato a eiωt: si tratta di una scelta consistente
con i fattori di assorbimento ed emissione (di un fotone) della teoria delle perturbazioni
dipendenti dal tempo vista nella sezione 1.1.1.

Da quanto abbiamo già visto, possiamo costruire qualsiasi stato, partendo dal vuoto
e agendo con l’operatore di creazione â:.∣∣∣~k1

E

“ â:p~k1q |0y ,
∣∣∣~k1,~k2

E

“ â:p~k1qâ
:p~k2q |0y , . . .

dove
∣∣∣~k1

E

lo stato di singola particella e impulso ~k1,
∣∣∣~k1,~k2

E

è uno stato composto da

due particelle, una di impulso ~k1, l’altra di impulso ~k2, e cos̀ı via. Possiamo anche notare
che lo stato fondamentale |0y è stato scelto come quello in cui non vi è presente nessuna
particella.

Consideriamo ora lo stato a due particelle |k1, k2y. Siccome gli operatori di creazione
e distruzione commutano, possiamo scrivere:∣∣∣~k1,~k2

E

“ â:p~k1qâ
:p~k2q |0y “ â:p~k2qâ

:p~k1q |0y “
∣∣∣~k2,~k1

E

(3.51)

ovvero, lo stato in questione è simmetrico per lo scambio di particelle k1 Ø k2: queste
particelle devono essere necessariamente bosoni. 1 Il formalismo finora usato andrà
dunque modificato per applicarlo alla descrizione delle particelle di spin 1{2 studiate
dalla teoria di Dirac, ovvero ai fermioni.

Chiediamoci infine come collegare il formalismo della teoria quantistica dei campi
con le ordinarie funzioni d’onda viste in meccanica quantistica. Supponiamo anzitutto
di formare lo stato contenente un quanto di impulso k1 del campo Φ̂:∣∣∣~k1E “ â:p~k1q |0y

1Inoltre, nel caso specifico in questione, siccome non compare alcuna informazione sul numero di spin,
si stanno considerando particelle di spin nullo.
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e consideriamo l’ampiezza:

x0| Φ̂
∣∣∣~k1E “ x0| ż d3k

p2πq32ω

“

âp~kqeip
~k¨~x´ωtq ` â:p~kqe´ip

~k¨~x´ωtq
‰

â:p~k1q |0y

Usando le relazioni:

x0| â: “ 0

âp~kqâ:p~k1q “ â:p~k1qâp~kq ` p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1q

otteniamo:

x0| Φ̂
∣∣∣~k1E “ x0| ż d3k

p2πq32ω

“

â:p~k1qâp~kq ` p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1q
‰

eip
~k¨~x´ωtq |0y

“ x0|
ż

d3k δp~k ´ ~k1q eip
~k¨~x´ωtq |0y

cioè:

x0| Φ̂px, tq
∣∣∣~k1E “ eip

~k1¨~x´ωtq (3.52)

Il risultato è quindi un’onda piana, ovvero la funzione d’onda per una particella che si

trovi nello stato
∣∣∣~k1E. Le ordinarie funzioni d’onda sono dunque gli elementi di matrice

dell’operatore Φ̂ calcolati tra lo stato vuoto x0| e lo stato della particella
∣∣∣~k1E. Vedremo

come il suo modulo quadro fornisce la probabilità di avere lo stato con impulso ~k1, nella
posizione ~x, al tempo t, esattamente come per il modulo quadro della funzione d’onda
in MQ.

Il procedimento ora descritto per passare da Φ Ñ Φ̂ è anche detto seconda quantizzazione.
Nella seconda quantizzazione quindi le funzioni d’onda vengono sostituite da operatori
di campo. Tali operatori agiscono sugli stati di uno spazio, detto spazio di Fock, che
è la combinazione di spazi di Hilbert a 0, 1, 2, ... N Ñ 8 particelle, come operatori di
creazione e distruzione di particelle, che vanno a modificare il numero di occupazione
di un certo livello del sistema composto da particelle identiche. La “prima” versione
quantizzata della meccanica si occupava invece di singola particella, o comunque di
spazi di Hilbert con numero di particelle fissato.

3.4.2 Il campo complesso di Klein-Gordon

Nel formalismo sviluppato nella sezione precedente abbiamo considerato un campo scalare
Φ̂ a valori reali. Questo fa s̀ı che gli operatori di creazione e distruzione associati agiscano
solo su un “tipo” di particella, cioè non abbiamo operatori â1, â2, .. diversi tra loro. Tale
trattazione può essere sufficiente per descrivere, ad esempio, il pione neutro Π0. Risulta
invece insufficiente per descrivere particelle, presenti in natura, come Π` e Π´, con la
stessa massa, ma carica opposta (cioè una l’antiparticella dell’altra). In questo caso, è
necessario avere due set di operatori di creazione e distruzione, @k. Per descrivere tale
situazione fisica consideriamo il caso di un campo complesso di Klein-Gordon.
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Come già fatto nel caso classico di Sezione 3.3.1, possiamo scrivere il campo scalere
complesso Φ̂ in termini di due campi scalare reali Φ̂1 e Φ̂2, per i quali vale la trattazione
appena descritta:

Φ̂ ”
1
?

2

`

Φ̂1 ´ iΦ̂2

˘

; Φ̂: ”
1
?

2

`

Φ̂1 ` iΦ̂2

˘

(3.53)

da cui si ottiene lo sviluppo:

Φ̂ “

ż

d3k

p2πq32ω
râpkqe´ik¨x ` b̂:pkqeik¨xs

Φ̂: “

ż

d3k

p2πq32ω
rb̂pkqe´ik¨x ` â:pkqeik¨xs

(3.54)

dove abbiamo definito

âpkq ”
1
?

2

ˆ

â1pkq ´ iâ2pkq

˙

b̂pkq ”
1
?

2

ˆ

â1pkq ` iâ2pkq

˙ (3.55)

Dalla Lagrangiana del caso reale per N campi di ugual massa otteniamo quella per il
campo complesso (per ora focalizziamoci su N “ 2)

LKG “
N
ÿ

i“1

„

1

2
BµΦ̂iB

µΦ̂i ´
m2

2
Φ̂2
i



“ BµΦ̂:BµΦ̂´m2Φ̂:Φ̂ , (3.56)

ed è immediato ricavare i momenti coniugati Π̂ “
9̂
Φ: e Π̂: “

9̂
Φ:. La procedura di

quantizzazione canonica richiede che Φ̂ e Π̂ soddisfino le relazioni di commutazione 3.41.
Ciò è verificato grazie al fatto che gli operatori â1, â2 soddisfano le relazioni

“

âipkq, â
:

jpk
1q
‰

“ p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1q δij
“

b̂ipkq, b̂
:

jpk
1q
‰

“ p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1q δij
(3.57)

Da Eqs. 3.57 si ricava inoltre:

“

â, â:
‰

“
1

2

“

â1 ´ iâ2, â
:
1 ` iâ

:
2

‰

“
1

2

“

â1, â
:
1

‰

`
1

2

“

â2, â
:
2

‰

“ p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1q

e analogamente per
“

b̂, b̂:
‰

, mentre

“

â, b̂:
‰

“
1

2

“

â1 ´ iâ2, â
:
1 ´ iâ

:
2

‰

“
1

2

“

â1, â
:
1

‰

´
1

2

“

â2, â
:
2

‰

“ 0
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e analogamente per altri commutatori tra â e b̂.
Combinando le due hamiltoniane associate ai campi reali, Eq. 3.50, otteniamo

Ĥ “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

”

â:p~kqâp~kq ` b̂:p~kqb̂p~kq
ı

ω (3.58)

infatti la parentesi quadra, corrispondente alla somma del numero di particelle “di tipo
a” e di particelle “di tipo b”, è pari a:

â:â` b̂:b̂ “
1

2

“

pâ:1 ` iâ
:
2qpâ1 ´ iâ2q ` pâ

:
1 ´ iâ

:
2qpâ1 ` iâ2q

‰

“
1

2

“

â:1â1 ` â
:
2â2 ` â

:
1â1 ` â

:
2â2

‰

“ â:1â1 ` â
:
2â2

Abbiamo @~k due oscillatori armonici per i quali possiamo definire degli operatori numero
#

n̂ap~kq “ â:p~kqâp~kq

n̂bp~kq “ b̂:p~kqb̂p~kq
(3.59)

A cui corrisponde la seguente algebra
#

rn̂ap~kq, âp~k
1qs “ ´p2πq32ωδ3p~k ´ ~k1qâp~kq

rn̂ap~kq, â
:p~k1qs “ p2πq32ωδ3p~k ´ ~k1qâ:p~kq

#

rn̂bp~kq, b̂p~k
1qs “ ´p2πq32ωδ3p~k ´ ~k1qb̂p~kq

rn̂bp~kq, b̂
:p~k1qs “ p2πq32ωδ3p~k ´ ~k1qb̂:p~kq

(3.60)
Usando la 3.58 e 3.59 possiamo trovare che

#

rĤ, âp~kqs “ ´ωâp~kq

rĤ, â:p~kqs “ ωâ:p~kq

#

rĤ, b̂p~kqs “ ´ωb̂p~kq

rĤ, b̂:p~kqs “ ωb̂:p~kq
(3.61)

da questo segue, in maniera identica al caso scalare, che se |Ey è autostato di Ĥ con
autovalore E allora

#

â |Ey , b̂ |Ey sono autostati di energia E ´ ω

â: |Ey , b̂: |Ey sono autostati di energia E ` ω

Come abbiamo già verificato in precedenza è immediato notare che la Lagrangiana
del campo compless di K.G. è invariante per rotazioni interne. Nel caso di rotazione
infinitesima Φ̂ Ñ e´i αΦ̂ » p1 ´ i αqΦ̂, la corrente di simmetria è data da Eq. 3.31.
Possiamo ora scriverla in forma operatoriale N̂µ come

N̂µ “
BL

BpBµΦ̂q
∆Φ̂`

BL
BpBµΦ̂:q

∆Φ̂: “ ´i
`

BµΦ̂: Φ̂´ BµΦ̂ Φ̂:
˘

. (3.62)

La carica conservata è data da

N̂ ”

ż

d3xN̂0 “ i

ż

d3xp
9̂
ΦΦ̂: ´

9̂
Φ:Φ̂q “ i

ż

d3xpΠ̂:Φ̂: ´ Π̂Φ̂q , (3.63)
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che può essere riscritta come

N̂ “

ż

d3k

p2πq32ω

”

â:pkqâpkq ´ b̂:pkqb̂pkq
ı

“

ż

d3k

p2πq32ω

”

n̂ap~kq ´ n̂bp~kq
ı

(3.64)

Dimostriamo quanto appena scritto usando le Eqs. 3.46 e 3.47

N̂ “i

ˆ

´
i

2

˙
ż

d3x

ż

d3k

p2πq32ω

ż

d3x

ż

d3k1

p2πq3

"

”

âp~k1qe´ik
1¨x ´ b̂:p~k1qeik

1¨x
ı

”

b̂p~kqe´ik¨x ` â:p~kqeik¨x
ı

´

”

b̂p~k1qe´ik
1¨x ´ â:p~k1qeik

1¨x
ı ”

âp~kqe´ik¨x ` b̂:p~kqeik¨x
ı

*

“

ż

d3k

p2πq32ω

!

â:p~kqâp~kq `
”

âp~kq, â:p~kq
ı

´ b̂p~kqb̂:p~kq ´
”

b̂p~kq, b̂:p~kq
ı)

`

1

2

ż

d3k

p2πq32ω

!

b̂p~kqâp´~kq ´ b̂p´~kqâp~kq
)

e´2iωt `
1

2

ż

d3k

p2πq32ω

!

´â:p~kqb̂:p´~kq ` â:p´~kqb̂:p~kq
)

e2iωt

“

ż

d3k

p2πq32ω

!

â:p~kqâp~kq ´ b̂:p~kqb̂p~kq
)

ñ N̂ “

ż

d3k

p2πq32ω

”

n̂ap~kq ´ n̂bp~kq
ı

Nel secondo passaggio abbiamo usato la definizione della delta di Dirac
ş

d3x eip
~k1˘~kq¨~x “

p2πq3 δ3p~k1 ˘ ~kq, la quale ci ha permesso di integrare banalmente in d3k1. Inoltre,

ricordando che ω “
a

~k2 `m2, la δ3p~k ˘ ~k1q impone anche ω1 “ ω. Nel terzo passaggio
abbiamo usato râ, â:s “ rb̂, b̂:s e notato che i termini della quarta riga (riordinati
sfruttando il fatto che operatori â e b̂ commutano) sono funzioni dispari per cui il loro
integrale è nullo.

Richiamando Eq. 3.58, possiamo scrivere l’Hamiltoniana come

Ĥ “

ż

d3k

p2πq32ω

”

n̂ap~kq ` n̂bp~kq
ı

ω (3.65)

Da tali espressioni risulta naturale interpretare le particelle corrispondenti agli operatori
â e b̂ come l’una l’antiparticella dell’altra. Esse contribuiscono allo stesso modo all’energia
totale (in Ĥ compare la somma degli operatori numero) ma in modo opposto alla quantità
conservata N̂ , in cui compare la differenza tra il numero di particelle e di anti-particelle.
Tale differenza è proporzionale alla carica totale del sistema che è conservata. Nella
creazione di coppie di particella-antiparticella attraverso gli operatori â, b̂ la carica totale
rimane invariata. Possiamo anche dimostrare la validità delle relazioni:

“

N̂ , Ĥ
‰

“ 0 ;
“

N̂ , Φ̂
‰

“ ´Φ̂ ;
“

N̂ , Φ̂:
‰

“ Φ̂: . (3.66)

La seconda relazione ci dice che Φ̂ diminuisce di 1 la carica, cioè distrugge carica, mentre
la terza ci dice che Φ̂: aumenta di 1 la carica, cioè crea carica. La prima relazione è
l’invarianza di N̂ , in quanto per la equazione del moto di Heisenberg 3.10 vale:

´i
“

N̂ , Ĥ
‰

“
dN̂

dt
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che ci dice inoltre che è possibile diagonalizzare simultaneamente Ĥ e N̂ .
Tali relazioni si dimostrano immediatamente notando che:

rN̂ , âp~kqs “ ´âp~kq rN̂ , â:p~kqs “ â:p~kq (3.67)

rN̂ , b̂p~kqs “ b̂p~kq rN̂ , b̂:p~kqs “ ´b̂:p~kq (3.68)

Supponiamo ora che |E,Ny sia un autostato di N̂ con autovalore n:

N̂ |E,Ny “ n |E,Ny

Si possono ottenere le seguenti relazioni

N̂ âp~kq |E,Ny “ prN̂ , âp~kqs ` âp~kqN̂q |E,Ny “ pn´ 1qâp~kq |E,Ny

N̂ â:p~kq |E,Ny “ prN̂ , â:p~kqs ` âp~kqN̂q |E,Ny “ pn` 1qâ:p~kq |E,Ny

N̂ b̂p~kq |E,Ny “ prN̂ , b̂p~kqs ` b̂p~kqN̂q |E,Ny “ pn` 1qb̂p~kq |E,Ny

N̂ b̂:p~kq |E,Ny “ prN̂ , b̂:p~kqs ` b̂p~kqN̂q |E,Ny “ pn´ 1qb̂:p~kq |E,Ny

L’interpretazione particella-antiparticella è dunque la seguente: il campo Φ̂ distrugge
una particella attraverso l’operatore â o crea una antiparticella attraverso b̂:;2 in
entrambi i casi la differenza n tra il numero di particelle ed antiparticelle diminuisce di
un’unità. Analogamente il campo Φ̂: crea una particella attraverso â: o distrugge
un’antiparticella attraverso b̂, aumentando n di un’unità. Infine, lo stato di vuoto in
cui non sono presenti nè particelle nè antiparticelle è definito da:

#

âpkq |0y “ 0

b̂pkq |0y “ 0
,@k

Operatore Energia Carica Descrizione

â:p~kq |E,Ny E ` ω n` 1 crea una particella

âp~kq |E,Ny E ´ ω n´ 1 distrugge una particella

b̂:p~kq |E,Ny E ` ω n´ 1 crea una antiparticella

b̂p~kq |E,Ny E ´ ω n` 1 distrugge una antiparticella

Table 3.1: Tabella riassuntiva degli operatori trattati per il campo di K.G. complesso.

3.5 Il campo di Dirac

Consideriamo ora il caso dell’equazione di Dirac 2.24. Nel formalismo lagrangiano questa
è ottenibile attraverso l’Eq. 3.2 imponendo la densità di lagrangiana di Dirac:

LD “ Ψ
`

iγµBµ ´m
˘

Ψ . (3.69)

2Chiaramente quale stato venga chiamato particella e quale antiparticella è pura convenzione.
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Mostriamo come la LD ci porti effettivamente all’equazione di Dirac. Nel derivarla dalla
Eq. 3.2 occorre fare attenzione al fatto che il campo Ψ è uno spinore a 4 componenti,
che possiamo rappresentare come un vettore colonna:

Ψ “

¨

˚

˚

˝

Ψ0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

˛

‹

‹

‚

È utile riscrivere le equazioni di Eulero-Lagrange e la lagrangiana di Dirac evidenziando
le componenti di Ψ:

BLD
BΨα

´ Bµ
BLD

B
`

BµΨα

˘ “ 0 ; LD “ iΨβγ
µ
βαBµΨα ´mΨαΨα

avendo sottinteso le somme su α, β per brevità. L’equazione di Eulero-Lagrange restituisce
dunque:

´mΨα ´ iBµΨβγ
µ
βα “ 0

che è la componente α dell’equazione di Dirac per lo spinore aggiunto Ψ; prendendone
l’hermitiano coniugato si ottiene l’equazione di Dirac per Ψ. Si ottiene la stessa equazione
anche usando lo spinore aggiunto Ψα nell’equazione di Eulero-Lagrange invece di Ψα.

La lagrangiana di Eq. 3.69 è reale e Lorentz-invariante, come deve essere. Si verifica
semplicemente che L:D “ LD. Verifichiamo che LD sia effettivamente un invariante sotto
trasformazioni di Lorentz:

LD 1 “ ΨS´1
Λ

`

iγµΛ ν
µ Bν ´m

˘

SΛΨ

“ iΨ
`

S´1
Λ γµSΛΛ ν

µ

˘

BνΨ´mΨS´1
Λ SΛΨ

“ iΨγνBνΨ´mΨΨ

“ LD

Il momento coniugato di Ψ è:

Πα “
BLD
B 9Ψα

Riscriviamo la lagrangiana in modo da evidenziare 9Ψ:

LD “ iΨβγ
0
βα

BΨα

Bt
` iΨβ ~γβα ¨ ~∇Ψα ´mΨαΨα

cos̀ı da avere:

Πα “ iΨβγ
0
βα “ i

`

Ψγ0
˘

α
“ i

`

Ψ:γ0γ0
˘

α

cioè:

Πα “ iΨ:α (3.70)
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Possiamo ora trovare la densità di hamiltoniana di Dirac:

HD “ Π 9Ψ´ LD
“��

��iΨ:α
9Ψα ´���

���iΨβγ
0
βα

BΨα

Bt
´ iΨβ ~γβα ¨ ~∇Ψα `mΨαΨα

“ ´iΨ~γ ¨ ~∇Ψ`mΨΨ

ovvero:
HD “ Ψ

`

m´ i~γ ¨ ~∇
˘

Ψ (3.71)

Avevamo introdotto il bilineare (ora scritto già promuovendo i campi ad operatori)

Nµ “ ΨγµΨ (3.72)

che è un vettore controvariante. Vediamo ora che, se Ψ soddisfa l’equazione di Dirac,
Nµ rappresenta una corrente conservata, e la carica conservata è data da

N ”

ż

d3~xN0 “

ż

d3~xΨ:Ψ . (3.73)

Consideriamo a tale scopo le proprietà di invarianza della lagrangiana LD, definita da
Eq. 3.69 e che riscriviamo qui in forma operatoriale:

LD “ Ψ
`

iγµBµ ´m
˘

Ψ (3.74)

Questa è certamente invariante per effetto della trasformazione di fase costante:
#

Ψ ÝÑ Ψ1 “ e´iαΨ

Ψ ÝÑ Ψ1 “ eiαΨ

che, per α “ ε infinitesime, si scrive:
#

Ψ ÝÑ Ψ1 “ ´iεΨ

Ψ ÝÑ Ψ1 “ iεΨ

Il teorema di Noether ci dice che esiste una corrente conservata Nµ associata a tale
simmetria. Per cercarne l’espressione usiamo quanto già visto per l’equazione di Eulero-
Lagrange (sottintendendo la sommatoria su α):

Nµ “
BLD

B
`

BµΨα

˘δΨα “
`

iΨβγ
µ
βα

˘

δΨα “ εΨβγ
µ
βαΨα

dove abbiamo inserito δΨα “ ´iεΨα. Dal teorema di Noether otteniamo

BµN
µ “ εBµ

”

Ψβγ
µ
βαΨα

ı

“ 0 .

L’equazione di continuità è quindi ora

Bµ

`

ΨγµΨ
˘

“ 0 , (3.75)
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cioè abbiamo dimostrato che la corrente conservata è Nµ introdotta in Eq. 3.72.
Quantizziamo ora il campo di Dirac in modo del tutto analogo a quello usato per

il campo complesso di Klein-Gordon. Sviluppiamo gli spinori Ψ, Ψ in serie di funzioni
d’onda che siano soluzioni dell’equazione di Dirac, con la cruciale differenza che ora
abbiamo degli spinori in quanto vogliamo descrivere particelle fermioniche (a spin 1/2).
Partendo dalla Eq. 2.24 possiamo associare soluzioni con impulso ed energia definiti

#

usp~kqe
´ik¨x

vsp~kqe
ik¨x

s “ 1, 2

la cui relazione di dispersione è ω “
a

~k2 `m2 che sono ridefinibili nella forma

us “
?
ω `m

˜

χs
~σ¨~k
ω`mχs

¸

vs “
?
ω `m

˜

~σ¨~k
ω`mφs
φs

¸

s “ 1, 2 (3.76)

dove le χs, φs sono definiti nella base bidimensionale

χ1 “

ˆ

1
0

˙

χ2 “

ˆ

0
1

˙

φ1 “

ˆ

0
1

˙

φ2 “

ˆ

1
0

˙

Espandendo il campo quantistico possiamo definire queste soluzioni introducendo coefficienti
operatoriali

Ψ̂ “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉspkquspkqe
´ik¨x ` d̂:spkqvspkqe

ik¨x
‰

Ψ̂ “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉ:spkquspkqe
ik¨x ` d̂spkqvspkqe

´ik¨x
‰

(3.77)

Vorremmo ora interpretare ĉ:spkq come l’operatore di creazione di una particella di
Dirac di spin s ed impulso k; analogamente ci aspettiamo che l’operatore d̂:spkq crei
la corrispondente antiparticella. Definiamo ancora una volta il vuoto come:

ĉspkq |0y “ 0 ; d̂spkq |0y “ 0 ,@k, s

mentre uno stato di due particelle sarà dato da:

|k1, s1; k2, s2y “ ĉ:s1pk1qĉ
:
s2pk2q |0y

Sorge ora una differenza fondamentale rispetto al caso delle particelle di spin nullo
studiate con il campo di Klein-Gordon: per i bosoni uno stato è simmetrico per scambio
di due particelle identiche, ma per i fermioni di spin 1{2 della teoria di Dirac lo stato sarà
antisimmetrico per tale scambio, ovvero deve essere:

|k1, s1; k2, s2y “ ´ |k2, s2; k1, s1y
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Per assicurarci che questa condizione di antisimmetria sia verificata dobbiamo imporre
che gli operatori di creazione e distruzione delle particelle di Dirac non seguano le regole
di commutazione come nel caso bosonico, bens̀ı regole di anticommutazione:

 

ĉspkq, ĉ
:

s1pk
1q
(

“
 

d̂spkq, d̂
:

s1pk
1q
(

“ p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1qδss1
 

ĉspkq, ĉs1pk
1q
(

“
 

ĉ:spkq, ĉ
:

s1pk
1q
(

“
 

d̂spkq, d̂s1pk
1q
(

“
 

d̂:spkq, d̂
:

s1pk
1q
(

“ 0
(3.78)

le quali implicano:
ĉ:s1pk1qĉ

:
s2pk2q “ ´ĉ

:
s2pk2qĉ

:
s1pk1q

soddisfando pertanto il principio di esclusione di Pauli. Un’altra conseguenza delle regole
di anticommutazione degli operatori ĉspkq, d̂spkq è che per Ψ̂, Π̂ valgono:

 

Ψ̂sp~x, tq, Ψ̂
:

s1p~y, tq
(

“ δ3p~x´ ~yqδss1
 

Ψ̂sp~x, tq, Π̂s1p~y, tq
(

“ i δ3p~x´ ~yqδss1

con tutte le altre possibili parentesi di anticommutazione nulle.
Vediamo ora se e come le relazioni di anticommutazione 3.78 influiscono sulla interpretazione
particella- antiparticella degli stati creati o distrutti dagli operatori ĉ, d̂.
Inserendo ora l’espansione del campo Ψ̂ di Eq. 3.77 nell’espressione della corrente conservata
Eq. 3.73, si ha:

N̂ “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉ:spkqĉspkq ` d̂spkqd̂
:
spkq

‰

,

avendo sfruttato solamente le proprietà degli spinori, senza per il momento utilizzare le
Eqs. 3.78. Dimostriamolo:

N̂ “

ż

d3xΨ̂:Ψ̂ “

ż

d3x

ż

d3k

p2πq32ω

ż

d3k1

p2πq32ω1

ÿ

s,s1

“

ĉ:sp
~kqu:sp

~kqeik¨x

` d̂sp~kqv
:
sp
~kqe´ik¨x

‰“

ĉs1p~k
1qus1p~k

1qe´ik
1¨x ` d̂:s1p

~k1qvs1p~k
1qeik

1¨x
‰

“

ż

d3k

p2πq32ω

ż

d3k1

p2πq32ω1

ÿ

s,s1

ż

d3x

"

ĉ:sp
~kqĉs1p~k

1qu:sp
~kqus1p~k1qe

ipω´ω1qt´ip~k´~k1q¨~x

` d̂sp~kqd̂
:

s1p
~k1qv:sp

~kqvs1p~k
1qe´ipω´ω

1qt`ip~k´~k1q¨~x

` ĉ:sp
~kqd̂:s1p

~k1qu:sp
~kqvs1p~k

1qeipω`ω
1qt´ip~k`~k1q¨~x

` d̂sp~kqĉs1p~k1qv
:
sp
~kqus1p~k

1qe´ipω`ω
1qt`ip~k`~k1q¨~x

*

“

ż

d3k

p2πq34ω2

ÿ

s,s1

"

ĉ:sp
~kqĉs1p~kqu

:
sp
~kqus1p~kq ` d̂sp~kqd̂

:

s1p
~kqv:sp

~kqvs1p~kq

` ĉ:sp
~kqd̂:s1p´

~kqu:sp
~kqvs1p´~kq e

2iωt ` d̂sp~kqĉs1p´~kqv
:
sp
~kqus1p´~kq e

´2iωt

*

“

ż

d3k

p2πq32ω

ÿ

s

!

ĉ:spkqĉspkq ` d̂spkqd̂
:
spkq

)

.
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Nel terzo passaggio abbiamo usato
ş

d3xeip
~k˘~k1q¨~x “ p2πq3δ3p~k ˘ ~k1q e ~k1 “ ˘~k Ñ ω “

ω1. Nel quarto passaggio abbiamo invece usato u:sp~kqus1p~kq “ v:sp~kqvs1p~kq “ 2ω δss1 e
u:sp~kqvs1p´~kq “ v:sp~kqus1p´~kq “ 0 (come si può verificare dalle espressioni esplicite di
Eq. 3.76). In modo del tutto analogo, possiamo trovare che l’hamiltoniana 3.71 si può
riscrivere nella forma:

ĤD “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉ:spkqĉspkq ´ d̂spkqd̂
:
spkq

‰

ω

Da queste espressioni risulta del tutto evidente come le relazioni di anticommutazione
3.78 siano consistenti con l’interpretazione di ĉ: e d̂: come operatori di creazione di
particella ed antiparticella. Se le relazioni fossero invece di commutazione avremmo che
l’energia totale del sistema di particelle libere sarebbe legata alla differenza tra il numero
delle particelle “di tipo c” e quello delle particelle “di tipo d” e potrebbe quindi essere
negativa, che fisicamente non ha senso. Invece grazie alle relazioni di anticommutazione
troviamo:

N̂ “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉ:spkqĉspkq ´ d̂
:
spkqd̂spkq

‰

(3.79)

ĤD “

ż

d3~k

p2πq32ω

ÿ

s“1,2

“

ĉ:spkqĉspkq ` d̂
:
spkqd̂spkq

‰

ω (3.80)

dove abbiamo, come sempre, ignorato i termini costanti di energia infinita. Anche qui la
differenza tra operatori che compare in N̂ è direttamente proporzionale alla carica totale
del sistema, e dunque dN̂{dt “ 0 descrive la conservazione della carica.

La necessità di avere relazioni di commutazione/anticommutazione per bosoni/fermioni
mostra come la teoria dei campi imponga la relazione tra spin e statistica.

Operatore Energia Carica Descrizione

ĉ:p~kq |E,Ny E ` ω n` 1 crea una particella fermionica

ĉp~kq |E,Ny E ´ ω n´ 1 distrugge una particella fermionica

d̂:p~kq |E,Ny E ` ω n´ 1 crea una antiparticella fermionica

d̂p~kq |E,Ny E ´ ω n` 1 distrugge una antiparticella fermionica

Table 3.2: Tabella riassuntiva degli operatori trattati per il campo di Dirac.
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Chapter 4

Elementi di Elettrodinamica
Quantistica

Le densità di lagrangiana di Klein-Gordon e di Dirac, studiate nel capitolo precedente:

L̂KG “ BµΦ̂:BµΦ̂´m2Φ̂:Φ̂ (4.1)

L̂D “ Ψ̂
`

iγµBµ ´m
˘

Ψ̂ (4.2)

e le relative equazioni del moto:

`

l`m2
˘

Φ̂ “ 0 (4.3)

`

iγµBµ ´m
˘

Ψ̂ “ 0 (4.4)

descrivono particelle libere. Vogliamo ora introdurre l’interazione elettromagnetica.
Abbiamo già visto come farlo in Sezione 2.5, sfruttando il principio di gauge. Nelle

seguenti Sezioni determineremo quindi come le lagrangiane appena richiamate vengono
modificate introducendo l’interazione di campi di particelle cariche di spin 0 e 1{2 con il
campo elettromagnetico.

4.1 Lagrangiana di QED per particelle con spin 1{2

La lagrangiana di Dirac libera (4.2) è invariante per trasformazioni di fase globali, cioè
ha un gruppo di simmetria Up1q. Dalla Sezione 2.5 sappiamo anche che essa diventa
invariante per trasformazioni di fase locale del gruppo Up1q, che riscriviamo qui ponendo
q “ e (cioè la carica del protone) e αp~x, tq “ ´eχ̂pxq:

Ψ̂pxq ÝÑ Ψ̂1pxq “ Ψ̂pxqe´ieχ̂pxq (4.5)

a condizione che si sostituisca la derivata Bµ con la derivata covariante D̂µ:

Bµ ÝÑ D̂µ ” Bµ ` ieÂµ
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e che il quadri-potenziale quantizzato Âµ (vedremo a breve la sua quantizzazione) si
trasformi come:

Âµ ÝÑ Â1
µ
“ Âµ ` Bµχ̂ (4.6)

Inserendo la derivata covariante nella lagrangiana di Dirac otteniamo la lagrangiana
trasformata:

L̂ “ Ψ̂
`

iγµD̂µ ´m
˘

Ψ̂ “ Ψ̂
“

iγµBµ ` iγ
µpieÂµq ´m

‰

Ψ̂ “ L̂D ` L̂int

dove la lagrangiana di interazione con il campo elettromagnetico è data da:

L̂int “ ´eΨ̂γµÂµΨ̂ “ ´eΨ̂ {̂AΨ̂ (4.7)

e abbiamo ricordato la notazione “slashed” (2.98). Vale la pena di verificare esplicitamente
che la lagrangiana:

L̂ “ L̂D ` L̂int “ iΨ̂αγ
µ
αβBµΨ̂β ´mΨ̂αΨ̂α ´ eΨ̂αγ

µ
αβΨ̂βÂµ

inserita nell’equazione di Eulero-Lagrange per Ψ̂ restituisca la corretta equazione del
moto (2.108). Vediamo che:

BL̂

B
`

BµΨ̂α

˘

“ 0

BL̂

BΨ̂α

“ iγµαβBµΨ̂β ´mΨ̂α ´ eγ
µ
αβΨ̂βÂµ “

“`

iγµBµ ´m
˘

Ψ̂´ eγµÂµΨ̂
‰

α

Otteniamo dunque:
`

iγµBµ ´m
˘

Ψ̂ “ e {̂AΨ̂

che è proprio l’equazione di Dirac per interazione elettromagnetica.
Tornando alla lagrangiana di interazione L̂int, nella sua definizione (4.7) notiamo la

presenza della corrente di simmetria:

N̂µ “ Ψ̂γµΨ̂

Possiamo allora definire la quantità:

Ĵµem ” eΨ̂γµΨ̂ “ eN̂µ (4.8)

identificabile come l’operatore quadri-corrente elettromagnetica1; infatti si ha:

Ĵ0
em ” eΨ̂:Ψ̂

1In Eq. 4.8 abbiamo utilizzato la convenzione di segno più comunemente diffusa in letteratura.
Rispetto a jµ di Eq. 1.109, il segno è opposto, e conseguentemente anche il segno nelle equazioni di
Maxwell.
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cioè la carica elettrica per l’operatore densità. La seconda uguaglianza di Eq. (4.8)
lega la quadricorrente elettromagnetica alla corrente di simmetria, la cui conservazione
BµN̂

µ “ 0 è legata all’invarianza della teoria per trasformazioni di fase globale Up1q. Ne
segue pertanto che la conservazione della carica elettrica:

BµĴ
µ
em “ 0

è legata essa stessa all’invarianza per trasformazioni di fase globali del gruppo
Up1q (che il principio di gauge promuove a simmetria locale).

Il principio di gauge fissa dunque la forma dell’interazione tra la particella di spin 1{2

ed il campo elettromagnetico Âµ:

L̂int “ ´ĴµemÂµ

Per completare la lagrangiana di elettrodinamica quantistica è necessario affiancare,
alla L̂D di particella di Dirac libera e alla L̂int associata all’interazione tra particella
e campo elettromagnetico, una L̂em che descriva il solo campo elettromagnetico, cioè i
fotoni liberi:

L̂QED “ L̂D ` L̂em ` L̂int

La lagrangiana elettromagnetica da determinare deve portarci, attraverso le equazioni
di Eulero-Lagrange, alle equazioni di Maxwell per Âµ:

BνF̂
νµ “ Ĵµem ñ lÂµ ´ BµBνÂ

ν “ Ĵµem (4.9)

Possiamo scrivere la lagrangiana elettromagnetica come:

L̂em “ ´
1

4
F̂µν F̂

µν (4.10)

in quanto unica combinazione del tensore di campo elettromagnetico che dia un invariante
di Lorentz. La lagrangiana di Eq. 4.10 è chiaramente invariante per effetto delle trasformazioni
di gauge (4.6). Verifichiamo inoltre che la lagrangiana:

L̂ “ L̂D ` L̂int ` L̂em

restituisca effettivamente Eq. (4.9) per Âµ attraverso le equazioni di Eulero-Lagrange:

BL̂
BÂµ

´ Bν
BL̂

B
`

BνÂµ
˘ “ 0

Per farlo notiamo che L̂D non dipende da Âµ, che L̂int contiene solo i campi Âµ, mentre
L̂em contiene solo le derivate BµÂν . Le equazioni di Eulero-Lagrange diventano cos̀ı:

BL̂int
BÂµ

´ Bν
BL̂em
B
`

BνÂµ
˘ “ 0
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Il primo termine è chiaramente:

BL̂int
BÂµ

“ ´Ĵµem .

Per calcolare invece il secondo termine riscriviamo la lagrangiana del campo elettromagnetico
come:

L̂em “ ´
1

4
pBµÂν ´ BνÂµqpB

µÂν ´ BνÂµq

“ ´
1

4
pBµÂνB

µÂν ´ BµÂνB
νÂµ ´ BνÂµB

µÂν ` BνÂµB
νÂµq

“ ´
1

2
pBνÂµB

νÂµ ´ BνÂµB
µÂνq

Pertanto:
BL̂em
B
`

BνÂµ
˘ “ ´B

νÂµ ` BµÂν

Otteniamo cos̀ı dall’equazione di Eulero-Lagrange:

´Ĵµem ` BνpB
νÂµq ´ BνB

µÂν “ 0

ossia l’equazione di Maxwell cercata:

lÂµ ´ BµBνÂ
ν “ Ĵµem

Abbiamo cos̀ı raggiunto il nostro scopo, e possiamo scrivere la densità di lagrangiana
di QED per particelle di spin 1{2:

L̂QED “ Ψ̂piγµBµ ´mqΨ̂´
1

4
F̂µνF̂

µν ´ ĴµemÂµ (4.11)

“ Ψ̂piγµD̂µ ´mqΨ̂´
1

4
F̂µνF̂

µν (4.12)

che rappresenta uno straordinario esempio di sintesi fisica. Combina infatti la meccanica
quantistica, la teoria di campo, la relatività ristretta e l’elettromagnetismo in un’unica
equazione che descrive a livello fondamentale il comportamento di materia e radiazione
(a meno di interazioni gravitazionali e nucleari).

4.2 Lagrangiana di QED per particella con spin 0

Consideriamo ora, più brevemente, la lagrangiana di Klein-Gordon libera di Eq. (4.1).
Inserendo la derivata covariante:

BµΦ̂ ÝÑ D̂µΦ̂ ” BµΦ̂` ieÂµ Φ̂ , BµΦ̂: ÝÑ pD̂µΦ̂q: ” BµΦ̂: ´ ieÂµ Φ̂:
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otteniamo la nuova lagrangiana:

L̂ “ pDµΦ̂q:pDµΦ̂q ´m2Φ̂:Φ̂

“ pBµ ´ ieÂµqΦ̂
:pBµ ` ieÂµqΦ̂´m2Φ̂:Φ̂

“ L̂KG ` iepBµΦ̂:qÂµΦ̂´ ieÂµΦ̂:BµΦ̂` e2ÂµΦ̂:ÂµΦ̂

in cui compare la densità di lagrangiana di interazione:

L̂int “ ´ie
“

Φ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂
‰

Âµ ` e
2ÂµÂµΦ̂:Φ̂ (4.13)

Analogamente a quanto visto nell’ultima sezione, possiamo definire la quadricorrente
elettromagnetica:

Ĵµem “ ´
BL̂int
BÂµ

“ ie
“

Φ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂
‰

´ 2 e2ÂµΦ̂:Φ̂ . (4.14)

Si può dimostrare (esercizio) che le equazioni di Eulero-Lagrange ci permetteno di
riottenere Eq. 2.107 e le equazioni di Maxwell 4.9. Notiamo inoltre che questa corrente,
a differenza di Eq. (4.8), contiene un termine dipendente da Âµ. Tale termine è di
ordine e2, cioè di ordine superiore rispetto a quanto considerato nel derivare la corrente
associata all’invarianza di fase globale.

Aggiungendo la densità di lagrangiana per i fotoni liberi da Eq. (4.10), otteniamo la
densità di lagrangiana di QED per particelle di spin 0:

L̂QEDKG “ BµΦ̂:BµΦ̂´m2Φ̂:Φ̂´
1

4
F̂µνF̂

µν ´ ie
“

Φ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂
‰

Âµ ` e
2ÂµÂµΦ̂:Φ̂

(4.15)

4.3 Campo elettromagnetico e sua quantizzazione

Partiamo col determinare l’espressione esplicita di Aµ. Nel caso più semplice essa è
soluzione dell’equazione di Maxwell nel vuoto:

BµF
µν “ BµB

µAν ´ BνpBµA
µq “ 0

Sfruttando l’invarianza per trasformazioni di gauge Aµ ÝÑ A1µ´Bµχ, possiamo scegliere
il gauge di Lorenz BµA

µ “ 0 e riscrivere l’equazione di Maxwell in una forma più
compatta:

lAµ “ 0 .

Tale equazione ha come soluzione le onde piane:

Aµ “ Nkε
µe´ik¨x (4.16)

dove abbiamo introdotto un fattore di normalizzazioneNk e un vettore di polarizzazione
dell’onda, εµ.
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Analizziamo nel dettaglio tale vettore di polarizzazione εµ. Il gauge di Lorenz è
riscrivibile nella condizione:

kµε
µ “ k ¨ ε “ 0

che riduce le quattro componenti di εµ a tre componenti indipendenti. Tuttavia, come
già visto nella sezione 1.3.3, questo non esaurisce completamente la libertà di gauge ed
è possibile eseguire un’ulteriore trasformazione di gauge:

Aµ ÝÑ A1
µ
“ Aµ ` Bµrχ

senza alterare la condizione di Lorenz, a patto che la funzione rχ sia armonica, cioè
lrχ “ 0. In termini del vettore di polarizzazione tale trasformazione è data da:

εµ ÝÑ ε1
µ
“ εµ ` βkµ (4.17)

che infatti lascia inalterata la condizione di Lorenz:

kµε
1µ “ kµε

µ ` βkµk
µ “ kµε

µ

essendo la massa del fotone kµk
µ nulla.

Scriviamo impulso e vettore di polarizzazione come:

kµ “ pω,~kq ; εµ “ pε0,~εq.

Scegliendo β “ ´ε0{k0, la trasformazione (4.17) permette di porci nel caso in cui ε0 “ 0,
in modo da ridurre la condizione di Lorenz a:

~k ¨ ~ε “ 0

Abbiamo cioè due soli vettori di polarizzazione indipendenti, entrambi trasversi, cioè
perpendicolari alla direzione di propagazione dell’onda ~k. Abbiamo dunque riottenuto il
noto risultato per cui i campi elettromagnetici liberi sono puramente trasversi, cioè vale
~E K ~B K ~k. Le condizioni di gauge ci permettono di ridurre i gradi di libertà di Aµ, o
equivalentemente di εµ, da quattro a due.

Considerando ad esempio un’onda che viaggia lungo la direzione z, cioè con:

kµ “ pk0, 0, 0, k0q

possiamo scegliere questi vettori di polarizzazione come i versori delle direzioni x, y:

~εp1q “ ~ux “ p1, 0, 0q

~εp2q “ ~uy “ p0, 1, 0q
(4.18)

Questa scelta corrisponde ad una polarizzazione lineare dei campi elettromagnetici
associati all’onda, calcolabili dalle equazioni di Maxwell:

Aµ
p1q “ Nk p0,~ε1qe

´ipωt´kzq

Aµ
p2q “ Nk p0,~ε2qe

´ipωt´kzq ,
(4.19)

83



CHAPTER 4. ELEMENTI DI ELETTRODINAMICA QUANTISTICA

con ω “ k “ k0. Ad esempio, i campi ~E, ~B associati a ~ε1 sono dati da:

~E “ ´~∇A0
p1q ´

B ~Ap1q

Bt
“ iωNke

´ipωt´kzq ~ux

~B “ ~∇ˆ ~Ap1q “
BAp1qx

Bz
~uy “ ikNke

´ipωt´kzq ~uy

oscillanti dunque, rispettivamente, lungo ~ux e lungo ~uy ed aventi lo spesso modulo. I

campi ~E, ~B associati a ~ε2 sono invece rispettivamente orientati lungo ~uy e lungo ´~ux.

Un’altra scelta molto comune è invece data dalle combinazioni lineari delle (4.18):

~εpλ “ `1q “ ´
1
?

2
p1, i, 0q

~εpλ “ ´1q “
1
?

2
p1,´i, 0q

(4.20)

corrispondendi ad una polarizzazione circolare. Il campo ~E corrispondente ad esempio
alla scelta λ “ `1 ha due componenti oscillanti lungo gli assi x e y, con uno sfasamento
di 90° causato dal fattore i ed aventi uguale modulo. Si noti inoltre che per queste scelte
di polarizzazione valgono le proprietà:

~ε˚pλq ¨ ~εpλ1q “ δλλ1 ; ε˚µpλqε
µpλ1q “ ´δλλ1

La convenzione di fase usata in (4.20) è la stessa usata in meccanica quantistica per
stati di definita elicità λ ˘ 1, dove con elicità si intende la proiezione dello spin lungo
la direzione del moto (in questo caso lungo l’asse z).

La quantizzazione del campo Aµ ci permette di interpretarlo in termini fotoni di
quadri-impulso kµ e polarizzazione εµ. Promuoviamo il campo ad operatore ed espandiamo
Âµ in onde piane (e polarizzazione circolare) in analogia con quanto fatto per altri campi
quantistici:

Âµpxq “
ÿ

λ

ż

d3~k

p2πq32ω
rεµpk, λqα̂pk, λqe´ik¨x ` εµ˚pk, λqα̂:pk, λqeik¨xs .

L’operatore α̂ è interpretato come l’operatore di distruzione di un fotone avente
quadri-impulso k ed elicità λ, e α̂: come l’operatore di creazione di un fotone avente
eguali caratteristiche. Per questi operatori varranno:2

rα̂pk, λq, α̂:pk1, λ1qs “ p2πq32ω δλλ1δ
3p~k ´ ~k1q

rα̂, α̂s “ rα̂:, α̂:s “ 0
(4.21)

2La dimostrazione nel caso di Aµ è più complessa rispetto a quanto visto per Φ e Ψ. Questo è dovuto
al fatto che le quattro componenti del vettore di Lorentz non sono indipendenti, come appena dimostrato.
Nella quantizzazione canonica bisogna considerare i vincoli, nella forma delle condizioni di gauge, e ciò
non è banale.
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Definiamo lo stato vuoto |0y come

α̂pk, λq |0y “ 0 @k, λ (4.22)

e lo stato di 1 fotone come
|k, λy9 α̂:pk, λq |0y (4.23)

La funzione d’onda può essere espressa attraverso l’elemento di matrice x0| Âµpxq |k, λy
(che è legato alla probabilità che l’operatore Âµ crei un fotone nel punto x). Dimostriamolo:

x0| Âµpxq |k, λy9
ÿ

λ1

ż

d3~k1

p2πq32ω
rεµpk1, λ1q e´ik

1¨x x0| α̂pk1, λ1qα̂:pk, λq |0y

` εµ˚pk1, λ1q eik
1¨x x0| α̂:pk1, λ1qα̂:pk, λq |0ys

9
ÿ

λ1

ż

d3~k1

p2πq32ω
rεµpk1, λ1q e´ik

1¨x x0| rα̂pk1, λ1q, α̂:pk, λqs ´ α̂:pk, λqα̂pk1, λ1q |0ys

9 εµpk, λq e´ik¨x

(4.24)

4.4 Hamiltoniana di interazione

Cerchiamo ora di esprimere la densità di Hamiltoniana in termini della densità di
Lagrangiana, nel caso in cui sono presenti interazioni:

L̂ “ L̂0 ` L̂int ÝÑ Ĥ “ Ĥ0 ` Ĥint

Dalla definizione si ottiene:

Ĥ “
BL̂

B
9̂
Φ

9̂
Φ´ L̂ “ BL̂0

B
9̂
Φ

9̂
Φ`

BL̂int
B

9̂
Φ

9̂
Φ´ L̂0 ´ L̂int

Se L̂int non contiene derivate del campo, ed in particolare non contiene derivate temporali
9̂
Φ, come accade ad esempio nel caso di Eq. (4.7) per un campo di Dirac interagente con
il campo elettromagnetico, questa diventa semplicemente:

Ĥ “
BL̂0

B
9̂
Φ

9̂
Φ´ L̂0 ´ L̂int “ Ĥ0 ´ L̂int

da cui otteniamo:
Ĥint “ ´L̂int (4.25)

Nel caso in cui invece la lagrangiana di interazione contenga derivate del campo,
allora otterremmo un termine aggiuntivo:

Ĥint “ ´L̂int `
BL̂int
B

9̂
Φ

9̂
Φ .
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In realtà si può vedere (ma non lo dimostriamo qui) che tale termine si cancella nel
calcolo di grandezze fisiche. Al contrario di L̂, che abbiamo visto essere Lorentz-
invariante, questo termine non è Lorentz-invariante e come conseguenza determinerebbe

un’ampiezza di transizioneA
p1q
fi non invariante. E’ chiaro quindi che non può sopravvivere

se la teoria è relativistica. Considereremo dunque come Hamiltoniana d’interazione
l’espressione Ĥint “ ´L̂int.

Grazie a ciò, il momento coniugato rimane invariato:

Π̂pt, ~xq “
BL̂0

B
9̂
Φpt, ~xq

, (4.26)

e di conseguenza anche le relazioni di commutazione, viste nel capitolo precedente.

4.5 Rappresentazione di interazione

I campi di Klein-Gordon e di Dirac per particelle libere hanno una dipendenza temporale
generata dalla hamiltoniana per particella libera H0. Essendo operatori descritti in
rappresentazione di Heisenberg vale:

BΦ̂

Bt
“ ´i

“

Φ̂, Ĥ0

‰

(4.27)

Dimostriamolo per esempio nel caso di K.G. (analogamente si vede per il campo di
Dirac). Dall’hamiltoniana (3.58) si ha:

rΦ̂, Ĥ0s “

ż

d3~kd3~k1

p2πq64ωω1
ω1râpkqe´ik¨x ` b̂:pkqeik¨x, â:pk1qâpk1q ` b̂:pk1qb̂pk1qs

Riscriviamo a parte il commutatore:

C “ râpkqe´ik¨x ` b̂:pkqeik¨x, â:pk1qâpk1q ` b̂:pk1qb̂pk1qs
“ râpkq, â:pk1qâpk1qse´ik¨x ` rb̂:pkq, b̂:pk1qb̂pk1qseik¨x

“ râpkq, â:pk1qsâpk1qe´ik¨x ` b̂:pk1qrb̂:pkq, b̂pk1qseik¨x

“ p2πq32ω δ3p~k ´ ~k1qrâpk1qe´ik¨x ´ b̂:pk1qeik¨xs

Usando δ3p~k ´ ~k1q per eliminare l’integrazione in d3~k1 si ottiene dunque:

rΦ̂, Ĥ0s “

ż

d3~k

p2πq32ω
ωrâpkqe´ik¨x ´ b̂:pkqeik¨xs “ i

BΦ̂

Bt

Abbiamo cos̀ı verificato che la Φ̂ di una particella libera evolve temporalmente come
previsto da (4.27). In termini di trasformazioni finite:

Φ̂pt, ~xq “ eiĤ0t Φ̂p0, ~xq e´iĤ0t (4.28)
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Ora vogliamo però studiare una situazione fisica dove è presente interazione (in
particolare l’interazione elettromagnetica, ma per ora affrontiamo la questione genericamente)
e quindi si ha

Ĥ “ Ĥ0 ` Ĥint .

La dipendenza temporale degli operatori in rappresentazione di Heisenberg dovrà essere
quindi generata dalla hamiltoniana completa Ĥ e in tale rappresentazione non è più
possibile esprimere lo sviluppo dei campi Φ̂ e Ψ̂ attraverso Eqs. 3.46 e 3.77. Per preservare
tali espressioni possiamo però introdurre una nuova rappresentazione, una sorta di via
di mezzo tra quella di Heisenberg e quella di Schrödinger, detta rappresentazione di
interazione.

Per farlo partiamo riprendendo la rappresentazione di Schrödinger e l’equazione

Ĥ |Φptqy “ i
B

Bt
|Φptqy

dove la dipendenza temporale è contenuta tutta nello stato |Φptqy, mentre gli operatori
di campo che compaiono in Ĥ sono valutati al tempo t “ 0 (dove la rappresentazione di
Heisenberg coincide con quella di Schrödinger):

Ĥint “

ż

d3x Ĥintpt “ 0, ~xq .

Dalla teoria delle perturbazioni in meccanica quantistica non relativistica richiamata
nella sezione 1.1.1 e in Eq. 1.29, sappiamo che l’ampiezza di probabilità di transizione
da uno stato iniziale non perturbato |Φiy “ |iy e´iEit (che possiamo pensare a tÑ ´8,
quando l’interazione era nulla) ad uno stato finale |Φf y “ |fy e´iEf t (che possiamo
pensare a t Ñ `8, quando l’interazione è conclusa) può essere scritta, al primo ordine
perturbativo, come:

A
p1q
fi “ ´i

ż

dt eiEf t xf | Ĥint |iy e´iEit . (4.29)

Gli stati |iy e |fy sono stati stazionari rispetto all’Hamiltoniana imperturbata Ĥ0,

dunque vale Ĥ0 |iy “ Ei |iy e Ĥ0 |fy “ Ef |fy, ossia e´iEit |iy “ e´iĤ0t |iy e xf | e´iEit “
xf | eiĤ0t. L’Eq. 4.29 diventa:

A
p1q
fi “ ´i

ż

d4x xf | ĤI
intpt, ~xq |iy

avendo definito:

ĤI
intpt, ~xq “ eiĤ0tĤintp0, ~xqe

´iĤ0t (4.30)

L’evoluzione temporale dell’operatore ĤI
int ha dunque la stessa forma dell’evoluzione in

rappresentazione di Heisenberg, con la differenza però che la dipendenza non è generata
dalla Hamiltoniana completa Ĥ bens̀ı dalla sola hamiltoniana libera Ĥ0. Questa rappresentazione
è detta rappresentazione di interazione (abbiamo introdotto l’apice I, che nelle prossime
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equazioni tralasceremo, per enfatizzarlo), per la quale abbiamo quindi l’evoluzione temporale
dei campi è data da:

ÔI “ eiĤ0tÔp0, ~xqe´iĤ0t ,
dÔI

dt
“ ´i rÔI , Ĥ0s . (4.31)

I campi in rappresentazione di interazione sono collegati ai campi in rappresentazione
di Heisenberg da una trasformazione unitaria:

ÔIptq “ eiĤ0te´iĤtÔHptqeiĤte´iĤ0t “ Û ÔHptqÛ´1 , (4.32)

dove abbiamo definito la matrice unitaria Û “ eiĤ0te´iĤt (è immediato verificare l’unitarietà
in quanto Ĥ e Ĥ0 sono hermitiane).

Grazie ad Eq. 4.26 sappiamo che, in rappresentazione di Heisenberg, valgono, anche
per il caso con interazione, le relazioni di commutazione (o anti-commutazione) canoniche
descritte nel caso libero. Utilizzando la trasformazione appena introdotta ai commutatori
(analogo per anti-commutatori):

Û
”

Π̂Hp~x, tq, Φ̂Hp~y, tq
ı

Û´1 “ ´iδ3p~x´ ~yq ñ
”

Π̂Ip~x, tq, Φ̂Ip~y, tq
ı

“ ´iδ3p~x´ ~yq (4.33)

vediamo che le relazioni canoniche valgono anche in rappresentazione di interazione.
Abbiamo quindi trovato che nella rappresentazione di interazione, i campi soddisfano

le stesse equazioni del moto e le stesse relazioni di commutazione del caso libero, e quindi
possono essere espressi attraverso lo sviluppo di Eqs. 3.46 e 3.77.
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Interazioni per particelle di spin 0

Abbiamo visto nella precedente Sezione che l’ampiezza di transizione è data da

A
p1q
fi “ ´i

ż

d4x xf | ĤI
int |iy (5.1)

dove |iy, |fy sono autostati dell’Hamiltoniana libera e l’apice I indica che l’Hamiltoniana
di interazione è calcolata nella rappresentazione di interazione, ovvero che gli operatori
di campo in ĤI

int sono dati dallo sviluppo in serie del campo libero del tipo 2.13. Sapendo
che Ĥint “ ´L̂int e usando Eq. 4.13:

Ĥint “ ie
“

Φ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂
‰

Âµ ´ e
2ÂµÂµΦ̂:Φ̂

» ierΦ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂sÂµ “ ĴµemÂµ
(5.2)

Abbiamo utilizzato la definizione della quadricorrente elettromagnetica Ĵµem di Eq. 4.14.
Nel secondo passaggio abbiamo trascurato il termine quadratico in Âµ. Dalla relazione:

α “
e2

4π
»

1

137

possiamo capire che sia lecito trascurare, al primo ordine perturbativo, il termine in e2

del potenziale. È utile notare che, in unità naturali, reAs “ rM s: questo termine deve
infatti avere le stesse dimensioni di Bµ in quanto si ha Dµ “ Bµ ` ieAµ. Tutti i termini
in Eq. 5.2 hanno dimensione rM s2, proprio come il termine libero l`m2 di Eq. 4.1.

Sottolineamo inoltre che, anche se a volte non lo esplicitiamo, tutti gli operatori
sono calcolati nel medesimo punto d’interazione spaziotemporale, in quanto assumiamo
che le particelle in questione siano puntiformi e non ci sia violazione di causalità (cioè
interazioni a “distanza”).

Ricordiamo che i campi Φ̂ e Âµ che compaiono in Eq. 5.2 sono della forma:

Φ̂pxq “

ż

d3~k

p2πq32E
râppqe´ip¨x ` b̂:ppqeip¨xs

Âµpxq “
ÿ

λ

ż

d3~k

p2πq32ω
rεµpk, λqα̂pk, λqe´ik¨x ` εµ˚pk, λqα̂:pk, λqeik¨xs
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Consideriamo ora un processo di assorbimento di un fotone γ da parte di una
particella scalare π` (pione):

γ ` π` ÝÑ π`

Calcoliamo l’ampiezza di transizione definita da 5.1, ovvero l’elemento di matrice di Ĥint

tra stato iniziale e stato finale, rispettivamente dati da:

|iy “ |pi; k, λy “ â:ppiqα̂
:pk, λq |0y

|fy “ |pf y “ â:ppf q |0y
(5.3)

dove il vuoto è definito come l’assenza di pioni e fotoni, ovvero |0y “ |0yγ |0yπ. È anche
importante notare che l’ordine di applicazione degli operatori α̂, â è del tutto ininfluente
in quanto agiscono su stati diversi. L’ampiezza di transizione tra i due stati è dunque
data da:

A
p1q
fi “ ´i x0| âppf q

"
ż

d4x ĴµempxqÂµpxq

*

â:ppiqα̂
:pk, λq |0y

“ ´i

ż

d4x x0| Âµα̂:pk, λq |0y x0| âppf qĴµemâ:ppiq |0y

“ ´i

ż

d4x x0| Âµ |k, λy xpf | Ĵµem |piy (5.4)

Siccome gli operatori â, â: commutano con α̂, α̂:, l’ampiezza è separabile nel prodotto
di due fattori distinti, uno legato al fotone:

x0| Âµα̂:pk, λq |0y “ x0| Âµ |k, λy

e l’altro legato al pione:

x0| âppf qĴµemâ:ppiq |0y “ xpf | Ĵµem |piy

La parte legata al fotone è l’elemento di matrice del campo Âµ calcolato tra lo stato di
singola particella ed il vuoto; si tratta dello stesso calcolo fatto nella sezione 3.4 che ci
portava all’espressione 3.52, e in questo caso dà come risultato la funzione d’onda del
fotone:

x0| Âµ |k, λy “ Nkεµe
´ik¨x (5.5)

con Nk fattore di normalizzazione.
Il calcolo della parte xpf | Ĵµem |piy contenente i campi scalari è invece più complicato in

quanto contiene prodotti di quattro operatori, due dei quali contenuti nella quadricorrente
e due negli stati iniziale e finale, cioè termini del tipo:

x0| âppf qâ:pp1qâpp2qâ
:ppiq |0y

Il modo più diretto per calcolare espressioni di questo tipo consiste nell’usare le proprietà
di commutazione degli operatori â al fine di portare un â: tutto a sinistra o un â tutto a
destra, in modo da far agire un operatore di distruzione su |0y e utilizzare le condizioni
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di vuoto per ridurre il numero di termini. Ad esempio il termine appena menzionato
può essere riscritto come:

x0| âppf qâ:pp1qâpp2qâ
:ppiq |0y “ x0| râ:pp1qâppf q ` p2πq

32Ef δ
3p~p1 ´ ~pf qs

ˆ râ:ppiqâpp2q ` p2πq
32Ei δ

3p~p2 ´ ~piqs |0y
“p2πq64EiEf δ

3p~p1 ´ ~pf qδ
3p~p2 ´ ~piq

L’applicazione di questo metodo può facilmente diventare lunga e laboriosa; introduciamo
allora una tecnica generale nota come Teorema di Wick, di cui studiamo solo il caso
particolare applicabile ad un’espressione quale il nostro termine di esempio, cioè del tipo:

x0| ÂB̂ĈD̂ |0y

dove indichiamo con le lettere maiuscole gli operatori â, â, b̂:, b̂: o una loro generica
combinazione lineare come il campo Φ̂. Supponiamo, a titolo di esempio, che sia Â “
â` â:; sfruttando le condizioni di vuoto e dei commutatori questo significa:

x0| ÂB̂ĈD̂ |0y “ x0| pâ` â:qB̂ĈD̂ |0y
“ x0| âB̂ĈD̂ |0y `(((((

((
x0| â:B̂ĈD̂ |0y

“ x0| râ, B̂ĈD̂s |0y ´���
��

��
x0| B̂ĈD̂â |0y

“ x0| râ, B̂ĈD̂s |0y

usando inoltre l’identità:

râ, B̂ĈD̂s “ râ, B̂sĈD̂ ` B̂râ, ĈsD̂ ` B̂Ĉrâ, D̂s

otteniamo:

x0| ÂB̂ĈD̂ |0y “ x0| râ, B̂sĈD̂ |0y ` x0| B̂râ, ĈsD̂ |0y ` x0| B̂Ĉrâ, D̂s |0y

Tutti i commutatori che compaiono in questa equazione sono semplici numeri, in particolare
sono nulli oppure espressioni del tipo p2πq32ωδ3p~p´ ~p1q; possono pertanto essere portati
fuori dal braket degli stati per scrivere:

x0| ÂB̂ĈD̂ |0y “ râ, B̂s x0| ĈD̂ |0y ` râ, Ĉs x0| B̂D̂ |0y ` râ, D̂s x0| B̂Ĉ |0y

Notando inoltre che:

râ, B̂s “ x0| râ, B̂s |0y “ x0| âB̂ |0y ´���
��

x0| B̂â |0y “ x0| âB̂ |0y “ x0| pâ` â:qB̂ |0y

otteniamo infine:

x0| ÂB̂ĈD̂ |0y “ x0| ÂB̂ |0y x0| ĈD̂ |0y ` x0| ÂĈ |0y x0| B̂D̂ |0y ` x0| ÂD̂ |0y x0| B̂Ĉ |0y
(5.6)

Il valore di aspettazione nel vuoto di un prodotto di quattro operatori si può dunque
scrivere come la somma dei prodotti di tutte le possibili “contrazioni” di coppie.
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In particolare si può notare anche che ogni prodotto contenente un numero dispari di
operatori ha un valore di aspettazione nullo.

Il teorema di Wick ci permette di ridurre significativamente il numero di termini
contenuti nel fattore legato ai pioni xpf | Ĵµem |piy di Eq. 5.4. Vediamolo esplicitamente:

xpf | Ĵµem |piy “ieNf Ni x0| âppf q rΦ̂:pBµΦ̂q ´ pBµΦ̂:qΦ̂s â:ppiq |0y

“ieNf Ni

ż

d3kd3k1

p2πq64ωω1
x0| âppf q

"

râ:pkqeik¨x ` b̂pkqe´ik¨xsp´ik1
µ
qrâpk1qe´ik

1¨x`

´b̂:pk1qeik
1¨xs ´ pikµqrâ:pkqeik¨x ´ b̂pkqe´ik¨xsrâpk1qe´ik

1¨x ` b̂:pk1qeik
1¨xs

*

â:ppiq |0y

In virtù del teorema di Wick, sono diversi da zero solo i termini contenenti un numero
pari di operatori di creazione e distruzione (dello stesso tipo) e si ha dunque:

xpf | Ĵµem |piy “ ieNf Ni

ż

d3kd3k1

p2πq64ωω1
x0| âppf q

"

´ ik1
µ
râ:pkqâpk1qeipk´k

1q¨x

´ b̂pkqb̂:pk1qe´ipk´k
1q¨xs ` ´ikµrâ:pkqâpk1qeipk´k

1q¨x ´ b̂pkqb̂:pk1qe´ipk´k
1q¨xs

*

â:ppiq |0y

Usando Eq. (5.6) si ha, trascurando i termini nulli per brevità:

x0| âppf qâ:pkqâpk1qâ:ppiq |0y “ x0| âppf qâ:pkq |0y x0| âpk1qâ:ppiq |0y

“ p2πq64ωω1δ3p ~pf ´ ~kqδ
3p~k1 ´ ~piq

x0| âppf qb̂pkqb̂:pk1qâ:ppiq |0y “ x0| âppf qâ:ppiq |0y x0| b̂pkqb̂:pk1q |0y

“ p2πq64Efω δ3p ~pf ´ ~piqδ
3p~k ´ ~k1q

da cui:

xpf | Ĵµem |piy “eNf Ni

ż

d3kd3k1

p2πq64ωω1
pkµ ` k1

µ
q

„

p2πq64ωω1δ3p ~pf ´ ~kqδ
3p~k1 ´ ~piqe

ipk´k1q¨x

´ p2πq64Efω δ3p ~pf ´ ~piqδ
3p~k ´ ~k1qe´ipk´k

1q¨x



Il secondo termine non può però dare un contributo all’ampiezza di transizione del
processo γ ` π` ÝÑ π`; infatti deve valere pf “ pi ` k e non possiamo avere ~pf “ ~pi
come invece richiesto dalla δ3. Pertanto otteniamo:

Jµfi “ xpf | Ĵ
µ
em |piy “ eNf Ni ppi ` pf q

µe´ippi´pf q¨x (5.7)

Siamo cos̀ı giunti a scrivere l’ampiezza di transizione per l’assorbimento di un fotone
da parte di un pione in teoria dei campi:

A
p1q
fi “ ´ieppi ` pf q ¨ εNiNkNf p2πq

4 δ4ppi ` k ´ pf q (5.8)
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Figure 5.1: Vertice γπ Ñ π

Il metodo che ci ha condotto alla scrittura esplicita dell’ampiezza di transizione
procede in maniera simile anche per altri processi. Per evitare di ripetere ogni volta tutti
i passaggi, è possibile utilizzare un metodo più immediato, rappresentato dallo studio
dei diagrammi di Feynman. Possiamo infatti interpretare questa ampiezza di transizione
nella forma diagrammatica della figura 5.1, e associare ai vari elementi costuituenti il
diagramma i diversi fattori che compaiono nell’espressione dell’ampiezza 5.8, in modo
da poter costruire tale espressione dal diagramma seguendo poche semplici regole:

i Inserire un fattore di normalizzazione N per ogni linea (esterna) del diagramma;

ii Associare ad ogni vertice di assorbimento (o emissione) di un fotone il fattore
´ieppi ` pf q

µ;

iii Associare ad ogni fotone entrante il vettore di polarizzazione εµ, e ad ogni fotone
uscente il vettore ε˚µ;

iv Moltiplicare il prodotto di tutti questi fattori per p2πq4 e per la funzione δ4

esprimente la conservazione di energia ed impulso del sistema.

A queste regole di Feynman ne aggiungeremo altre nelle prossime Sezioni.

5.1 Interazione elettromagnetica tra due particelle cariche
di spin 0

Dopo aver studiato l’interazione di una particella di Klein-Gordon con un fotone, consideriamo
ora il processo di scattering tra due particelle di Klein-Gordon distinguibili tra di loro,
aventi cariche ea, eb e masse ma, mb (Figura 5.2). In particolare vediamo il caso in
cui l’interazione responsabile di tale processo è elettromagnetica. Possiamo affrontare
il problema estendendo quanto visto nella Sezione precedente. Per fare ciò descriviamo
il processo come l’interazione di una delle due particelle (ad esempio a) con il campo
elettromagnetico generato dall’altra (ad esempio b). Riprendiamo quindi l’espressione
dell’ampiezza di transizione di Eq. 5.4, scrivendola ora attraverso una corrente di transizione
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Figure 5.2: Scattering tra due particelle di spin 0. Il cerchio centrale indica un generico
meccanismo di interazione.

tra stato iniziale e stato finale per a e un campo elettromagnetico generato dal moto
della particella b. Il risultato sarà simmetrico rispetto allo scambio tra le due particelle.
L’ampiezza di transizione è quindi, al prim’ordine perturbativo, data da:

A
p1q
fi “ ´i

ż

d4x Jµa1apxqAµpxq , (5.9)

dove Jµa1a ” xp
1
a| Ĵµem |pay, mentre ora determiniamo l’espressione perAµpxq che rimpiazzerà

Eq. 5.5.

Si noti che Aµpxq è il campo generato dal moto della particella b ed è dunque una
soluzione delle equazioni di Maxwell in presenza di una corrente esterna Jµb1b, che è la
corrente di transizione associata al moto bÑ b1:

lAµ ´ BµpBνA
νq “ Jµb1b (5.10)

dove, in virtù di Eq. (5.7), si ha:

Jµb1b “ ebNbN
1
bppb ` p

1
bq
µ e´ippb´p

1
bq¨x

Per risolvere Eq. (5.10) è conveniente usare la condizione di gauge di Lorenz (1.106).
Verifichiamo che questa condizione possa essere legittimamente imposta anche nel caso
in cui il campo Aµ non è più un campo libero. Applicando l’operatore Bµ ad entrambi i
membri di Eq. (5.10), otteniamo:

BµlAµ ´ BµB
µpBνA

νq “ BµJ
µ
b1b

da cui segue che se il gauge di Lorenz è valido (cioè vale BµA
µ “ 0) allora la corrente Jµb1b è

conservata, BµJ
µ
b1b “ 0. In effetti questa condizione deve essere verificata, cioè la corrente
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nelle equazioni di Maxwell deve essere conservata, in caso contrario si rompe l’invarianza
di gauge, che è la simmetria alla base della teoria. Verifichiamolo esplicitamente:

BµJ
µ
b1b “ eNbN

1
bppb ` p

1
bq
µp´iqppb ´ p

1
bqµe

´ippb´p
1
bq¨x

“ ´ieNbN
1
bpp

2
b ´ p

12
bqe

´ippb´p
1
bq¨x

“ 0

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la condizione di mass-shell:

p2
b “ p1

2
b “ m2

b .

È pertanto legittimo usare il gauge di Lorenz e porre BµA
µ “ 0, cos̀ı da ridurre

l’equazione di Maxwell (5.10) alla forma:

lAµ “ ebNbN
1
bppb ` p

1
bq
µ eiq¨x

avendo introdotto l’impulso trasferito qµ “ pp1b ´ pbq
µ. La dipendenza spaziale nel

termine di destra è solo nell’esponenziale e sapendo leiq¨x “ ´q2eiq¨x, otteniamo la
soluzione dell’equazione di Maxwell nel gauge di Lorenz:

Aµ “ ´
1

q2
ebNbN

1
bppb ` p

1
bq
µ eiq¨x (5.11)

Inserendola nella Eq. (5.9) troviamo:

A
p1q
fi “ ´i

ż

d4x Jµa1apxqAµpxq

“ ´ieaebNaNbN
1
aN

1
bppa ` p

1
aq
µppb ` p

1
bqµp´

1

q2
q

ż

d4x eipp
1
a`p1b´pa´pbq¨x

“ p´ieaqp´iebqNaNbN
1
aN

1
bppa ` p

1
aq
µp´i

ηµν
q2
qppb ` p

1
bq
ν p2πq4δ4pp1a ` p

1
b ´ pa ´ pbq

Possiamo rendere questa scrittura maggiormente elegante definendo l’invariante di Lorentz
adimensionale:

M “ p´ieaqppa ` p
1
aq
µp´i

ηµν
q2
qp´iebqppb ` p

1
bq
ν (5.12)

detto ampiezza di scattering. Con questa definizione riscriviamo l’ampiezza di transizione
come

A
p1q
fi “ NaNbN

1
aN

1
bM p2πq4δ4pp1a ` p

1
b ´ pa ´ pbq (5.13)

È da notare come questa espressione sia simmetrica per lo scambio aØ b, e contenga la
funzione δ4 di conservazione energia-impulso (il quadrimpulso totale iniziale è pa ` pb,
mentre quello finale è p1a ` p

1
b). La conservazione del quadrimpulso implica:

q “ p1b ´ pb “ pa ´ p
1
a .

Inoltre Eq. (5.13) si presta ad una semplice ma importante interpretazione diagrammatica;
sappiamo infatti che i fattori ´ieappa` p

1
aq
µ e ´iebppb` p

1
bq
ν sono associati a vertici di
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Figure 5.3: Scambio di fotone virtuale tra due particelle di Klein-Gordon.

emissione o assorbimento di fotoni. Poichè non vi è alcun fotone libero nel processo
considerato, questi fattori devono essere legati a fotoni emessi da una particella ed
assorbiti dall’altra. Questo meccanismo può avvenire nei modi illustrati in Figura 5.3,
cioè come emissione di un fotone dalla particella a che viene assorbito da b o, viceversa,
come emissione di un fotone dalla particella b che viene assorbito da a. Entrambi possono
essere rappresentati concatenando due vertici del tipo già introdotto in Figura 5.1, in
modo da formare un processo fisico.

Nell’espressione dell’ampiezza di transizione (5.13) non compare però la somma di
due termini legati a due diagrammi diversi, bens̀ı un singolo termine ´i ηµν{q

2 associato
al fotone: tale termine è detto propagatore del fotone. Possiamo dunque associare
la presenza di questo termine alla “somma” dei due diagrammi 5.3 ed aggiungere una
nuova regola di Feynman a quelle enunciate alla fine della precedente Sezione:

v Associare ad ogni linea interna di un fotone con quadri-impulso qµ il fattore
´i ηµν{q

2 di propagatore del fotone.

L’insieme delle regole che permettono di calcolare l’ampiezza di transizione al primo
ordine perturbativo per il processo di scattering ab Ñ a1b1 è dunque riassunto nella
figura 5.4. È importante notare che energia ed impulso vengono conservati ad ogni
vertice. Assumendo per esempio (scelta arbitraria ma ininfluente) il verso come nel
primo diagramma di Fig. 5.3, nel vertice superiore vale qµ “ pµa ´ p1µa , mentre in quello
inferiore qµ “ p1µb ´ p

µ
b . Notiamo inoltre che:

q2 “ qµqµ “ p2
a ` p

12
a ´ 2pa ¨ p

1
a “ 2m2 ´ 2EaE

1
a ` 2~pa ¨ ~p1a

“ ´2
”

EaE
1
a ´ pmama ` |~pa||~p1a| cos θq

ı

ď 0 .

Il fotone interno ha dunque, per θ ‰ 0, massa al quadrato negativa. Questo fotone,
chiaramente non fisico, in quanto non sul mass-shell, è detto fotone virtuale ed ha una
rilevanza enorme nel descrivere i processi in teoria dei campi e costruire i diagrammi di
Feynman.
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Figure 5.4: Schema regole di Feynman per l’interazione elettromagnetica tra due
particelle di Klein-Gordon (alle quali, per ottenere l’espressione dell’ampiezza di
transizione, va solamente aggiunta la δ4 di conservazione del quadrimpulso).

5.2 Propagatore di una particella di spin 0

Oltre ad interazioni mediate da un fotone virtuale, in natura esistono anche processi
in cui il mediatore è una particella a spin 0 (o spin 1/2, che vedremo più avanti).
Consideriamo per esempio il processo γπ` Ñ γπ` descritto dal diagramma di Fig. 5.5,
sempre ottenuto combinando singoli diagrammi di Fig. 5.1. Vediamo dal diagramma
che nella descrizione di tale processo si ha una linea interna di particella avente spin
nullo. Vogliamo determinare il fattore da associare a tale linea e per farlo ripercorriamo
rapidamente ed in modo qualitativo il procedimento che abbiamo seguito per ottenere
Eq. (5.11) (per una derivazione rigorosa si rimanda a libro di testo di teoria dei campi).

In questo processo, consideriamo il fotone interagire con il campo creato dal pione.
Tale campo sarà soluzione dell’equazione di Klein-Gordon contenente un termine di
interazione, che al prim’ordine è (ricordando Eq 2.107):

`

l`m2
˘

Φ “ ie
`

BµA
µ `AµB

µ
˘

Φ “ J , (5.14)

dove abbiamo chiamato J il termine di interazione, che rappresenta una “corrente”.
Dall’espansione dei campi Φ (con impulso p) e Aµ (con impulso k), otteniamo

pl`m2qΦ9e´iq¨x ñ Φ “
´1

q2 ´m2
J , (5.15)

con q “ p ` k. Facendo passaggi analoghi a quelli visti nel caso del propagatore del
fotone, si può dunque derivare (qui la enunciamo direttamente) una nuova regola da
aggiungere alle precedenti:

vi Associare ad ogni linea interna di particella avente spin nullo e quadri-impulso q
il fattore i{pq2 ´m2q detto “propagatore di particella di spin 0”.
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Figure 5.5: Processo γπ` Ñ γπ`, come esempio di diagramma in cui il mediatore è un
campo a spin 0.

Figure 5.6: Regole di Feynman associate ad un processo di interazione tra un fotone ed
una particella di spin 0.

L’insieme delle regole i-vi costituisce le regole di Feynman per il calcolo delle ampiezze
di scattering nei processi elettromagnetici coinvolgenti fotoni e particelle di spin 0;
compileremo un riassunto completo di queste regole nella sezione 5.7. Schematizziamo
l’applicazione delle regole in Fig. 5.6. Ad esse, deve essere chiaramente aggiunta la
conservazione del quadrimpulso: q “ p ` k “ p1 ` k1. L’insieme di queste regole ci
permette di ricavare facilmente l’ampiezza di transizione per interazione tra un fotone
ed una particella di Klein-Gordon:

A
p1q
fi “ NkN

1
kNpN

1
pp´ieqpp`qq

µεµpλq
i

q2 ´m2
p´ieqpq`p1qνε1

˚

νpλ
1q p2πq4δ4pp`k´p1´k1q

(5.16)

Consideriamo ora la conservazione del quadrimpulso ad esempio nel vertice sinistro,
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q “ k ` p, combinata a k2 “ 0 e p2 “ m2. Otteniamo:

q2 “ k2 `m2 ` 2k ¨ p “ m2 ` 2k ¨ p “ m2 ` 2EkEp ´ 2Ek

b

E2
p ´m

2 cos θ ą m2 (5.17)

La particella interna ha pertanto sempre massa maggiore di m2 e non può dunque essere
sul mass-shell; non è una particella fisica e viene detta particella virtuale.

5.3 Sezione d’urto di un processo a due corpi

Vediamo ora come utilizzare le ampiezze di scattering calcolate in Eqs. (5.13) e (5.12)
per ricavare le sezioni d’urto di vari processi fisici (in elettrodinamica scalare). Un
esperimento di scattering consiste nel far collidere un “fascio” di particelle 1 contro un
“bersaglio” di particelle 2. Sperimentalmente la “misura” delle interazioni tra particelle
avviene misurando la cosiddetta sezione d’urto. Essa può essere definita come:

σ “
(number of particles scattered)

(time beam)ˆ (flux beam)
. (5.18)

Notare che le tre quantità che entrano in Eq. 5.18 dipendono dalle specifiche caratteristiche
dell’eperimento, mentre la sezione d’urto è una proprietà delle particelle coinvolte nello
scattering, indipendente dall’esperimento.

Possiamo ricavare il numeratore attraversoNscat “ PscatNinc, dove Pscat è la probabilità
di scattering di una particella e Ninc è il numero di particelle incidenti. Il flusso del fascio
di particelle incidenti con velocità ~v su di un bersaglio fisso è il numero di particelle
per unità di area che sono in grado di raggiungere il bersaglio nell’unità di tempo;
tale flusso è quindi dato dalla densità in numero moltiplicata per |~v| incidente, cioè da
F “ |~v|ninc “ |~v|Ninc{V , dove V è il volume totale. Ricordando che la probabilità è
data dal quadrato dell’ampiezza Pscat “ |Afi|2, otteniamo:

σ “
|Afi|2 V
|~v|T

. (5.19)

Nel resto del capitolo studiamo il generico processo a due corpi 1` 2 Ñ 3` 4, dove
le quattro particelle coinvolte sono particelle di spin 0 e/o fotoni, aventi quadri-impulsi:

p1 ` p2 “ p3 ` p4

e che asintoticamente possiamo trattare come particelle libere descritte dalle soluzioni
dell’equazione di Klein-Gordon libera o, nel caso dei fotoni, dell’equazione di Maxwell
nel vuoto.

Concetriamoci ora su 4 stati esterni di Klein-Gordon, la cui funzione d’onda è quindi
data dalle onde piane:

Φi “ Nie
´ipi¨x , i “ 1, 2, 3, 4
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dove Ni è un fattore di normalizzazione che ora vogliamo fissare per poter valutare Afi
e quindi il numeratore di Eq. 5.19. Nel caso del campo di KG, la corrente conservata
è la corrente numero Nµ, già vista in Eq. 3.62, la cui componente temporale N0

i , che
chiamiamo ρi per evitare confusione coi coefficienti di normalizzazione Ni, è data da:

ρi “ i

ˆ

Φ˚i
BΦi

Bt
´ Φi

BΦ˚i
Bt

˙

“ i|Ni|
2 p´iEi ´ iEiq “ 2|Ni|

2Ei .

La carica conservata (che come avevamo visto è proporzionale alla carica elettrica) è
dunque

ş

d3x ρi “ 2|Ni|
2EiV . Notiamo che ρi (cos̀ı come Ei) è la componente µ “ 0 di

un quadri-vettore, quindi trasforma in maniera inversa rispetto a V e il loro prodotto
è un invariante relativistico. Scegliamo di normalizzare in modo tale che la quantità
conservata sia uguale a 1 (cos̀ı da mantenere una diretta interpretazione di ρ come
densità volumetrica di probabilità):

1 “

ż

d3x ρi “ 2|Ni|
2EiV ñ Ni “

1
?

2Ei V
(5.20)

che implica ρi “ 1{V , cioè normalizziamo richiedendo che si abbia 1 particella nel volume
totale a disposizione. Notiamo anche dimensionalmente è tutto corretto e la probabilità
ş

d3x ρi è un numero puro.

Avevamo visto in Sezione 2.1 che questa definizione di densità di probabilità risultava
problematica quando si cercava di interpretare l’equazione di KG come anaolgo relativistico
dell’equazione di Schrödinger per la funzione d’onda, in quanto la presenza di particelle
ad energia negativa comportava una densità di probabilità non definita positiva. In
teoria dei campi il problema non compare più, in quanto sappiamo che ρ è una densità di
carica associata a particelle ed antiparticelle, le quali hanno carica opposta, ma entrambe
associate ad un contributo di energia positivo.

Riprendiamo ora l’espressione (5.13) dell’ampiezza di transizione:

Afi “ N1N2N3N4M p2πq4δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q

e calcoliamone il modulo quadro:

|Afi|2 “ |N1N2N3N4|2|M|2
ż

d4x eipp3`p4´p1´p2q¨x
ż

d4y eipp3`p4´p1´p2q¨y

“
|M|2

16V 4E1E2E3E4
p2πq4 δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q

ż

d4y ei0¨y

“
|M|2

16V 4E1E2E3E4
p2πq4 δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q V T

dove abbiamo usato la δ4 per annullare l’esponente del secondo integrale.

Notiamo che la velocità |~v| è la velocità delle particelle 1 del fascio nel sistema a
riposo del bersaglio di particelle 2. In un altro S.R. si ha |~v1 ´ ~v2|).

100



CHAPTER 5. INTERAZIONI PER PARTICELLE DI SPIN 0

La sezione d’urto in cui gli stati finali hanno esattamente impulso ~p3 e ~p4 è quindi
data da:

σ “
|Afi|2 V

|~v1 ´ ~v2|T
“

|M|2

16V 2 |~v1 ´ ~v2|E1E2E3E4
p2πq4 δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q (5.21)

In realtà ci interessa calcolare la sezione d’urto differenziale in cui gli stati finali
hanno impulsi negli intervalli p~p3, ~p3 ` d~p3q e p~p4, ~p4 ` d~p4q. Stiamo considerando le
particelle essere descritte da onde piane ei~p¨~x in un volume finito V . L’impulso è quindi
quantizzato px “ 2πnx{Lx e il numero di stati tra ~p e ~p`d~p in tre dimensioni spaziali è:

dn “ V
d3p

p2πq3
.

Lo spazio delle fasi dΠ disponibile per le due particelle in stato finale è quindi:

dΠ “
V

p2πq3
d3p3

V

p2πq3
d3p4 (5.22)

La sezione d’urto differenziale del processo 1 ` 2 Ñ 3 ` 4 è dunque ottenibile
moltiplicando Eq. 5.21 per il termine di spazio-fasi:

dσ “
|M|2

2E1 2E2 |~v1 ´ ~v2|
d3p3

p2πq3 2E3

d3p4

p2πq3 2E4
p2πq4δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q . (5.23)

E’ immediato notare che la sezione d’urto ha le corrette dimensioni di area, rdσs “
rM s´2, e che i fattori di normalizzazione legati al volume si sono cancellati. Sappiamo già
che M è l’ampiezza di scattering ed è un invariante di Lorentz adimensionale. Il “fattore
di flusso” 2E1 2E2 |~v1´~v2| non è invariante, e in generale non lo è dσ, che trasforma come
un’area ortogonale alla direzione del fascio, cioè per esempio come dy dz se la direzione è
x. E’ però invariante per boost nella direzione x (che sono le trasformazioni più comuni
fisicamente). Nel caso di collisioni collineari, il fattore di flusso può essere scritto in
forma Lorentz-invariante:

E1E2|~v| “ rpp1 ¨ p2q
2 ´m2

1m
2
2 s

1{2 (5.24)

Infatti, considerando il S.R. con bersaglio fermo dove pµ1 “ pE1, ~p1q e pµ2 “ pm2,~0 q, si
vede subito che:

pp1 ¨ p2q
2 ´m2

1m
2
2 “ E2

1m
2
2 ´m

2
1m

2
2 “ |~p1|2m2

2 “ E2
1E

2
2 |~v|2 ,

dove nell’ultimo passaggio si sono usate le relazioni relativistiche |~p| “ γ m |~v|, E “

γ mc2, cioè |~p| “ E |~v|{c2, espresse in unità naturali. Infine, possiamo definire la
quantità:

dpLIPSq “ p2πq4δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q
d3p3

p2πq3 2E3

d3p4

p2πq3 2E4
(5.25)

detta spazio delle fasi Lorentz-invariante.
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Figure 5.7: Processo 1` 2 Ñ 3` 4, nel sistema di riferimento del baricentro.

Attraverso queste definizioni, possiamo riscrivere la sezione d’urto differenziale di
Eq. (5.23) nella forma esplicitamente invariante:

dσ “
|M|2

4
a

pp1 ¨ p2q
2 ´m2

1m
2
2

dpLIPSq (5.26)

Occupiamoci ora di valurate la sezione d’urto dσ per il generico processo a`bÑ a`b
di Fig. 5.2, dove le particelle non cambiano tra stato iniziale e stato finale (urto elastico).
In particolare partiamo dalla forma invariante di Eq. 5.26 per calcolarla nel sistema di
riferimento del baricentro, definito dalla relazione:

~p1 ` ~p2 “ ~p3 ` ~p4 “ 0 (5.27)

L’urto tra le due particelle in questo sistema di riferimento viene descritto dall’angolo
di scattering θ, come vedremo tra poco, ed i quadri-impulsi delle particelle coinvolte sono:

pµ1 “ pE1, ~pq ; pµ2 “ pE2,´~pq ; pµ3 “ pE3, ~p
1q ; pµ4 “ pE4,´~p

1q

Dalla conservazione dell’energia si trova |~p| “ |~p 1|. Definiamo la variabile s, che
rappresenta l’energia del centro di massa:

?
s “ E1 ` E2 “ E3 ` E4 “

b

~p 2 `m2
1 `

b

~p 2 `m2
2 “

b

~p 12 `m2
1 `

b

~p 12 `m2
2 ,

dove dall’ultima uguaglianza si vede che si ottiene |~p| “ |~p 1|.
La grandezza s è la prima delle variabili di Mandelstam:

$

’

&

’

%

s “ pp1 ` p2q
2 “ pp3 ` p4q

2

t “ pp1 ´ p3q
2 “ pp4 ´ p2q

2

u “ pp1 ´ p4q
2 “ pp3 ´ p2q

2

(5.28)

tre importanti quantità, Lorentz invarianti, che permettono di scrivere agevolmente le
sezioni d’urto dei processi a due corpi in modo invariante; per un’introduzione a queste
variabili e alle loro proprietà rimandiamo all’appendice C.
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Prima di scrivere dσ nel sistema di riferimento del centro di massa è bene semplificare
l’espressione dell’elemento di spazio delle fasi Lorentz-invariante (5.25):

dpLIPSq “
1

p4πq2
δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q

d3p3

E3

d3p4

E4

Come prima cosa, possiamo usare la parte spaziale della δ4 per eliminare la parte in
d3p4:1

ż

d3p4

E4
δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q “

1

E4
δpE3 ` E4 ´ E1 ´ E2q

con ~p4 “ ~p1 ` ~p2 ´ ~p3 e E4 “
a

~p 2
4 `m

2
2. Possiamo ora considerare coordinate sferiche:

d3p3 “ |~p3|2 sin θdθdφ d|~p3| ” |~p3|2 dΩ d|~p3| ,

e notare che:

E2
3 “ |~p3|2 `m2

1 Ñ E3dE3 “ |~p3|d|~p3|Ñ d3p3 “ |~p3| dΩE3 dE3

il che ci porta a scrivere l’espressione, valida in qualunque sistema di riferimento:

dpLIPSq

dE3 dΩ
“

1

p4πq2
δpE3 ` E4 ´ E1 ´ E2q

|~p3|
E4

. (5.29)

Poniamoci ora nel sistema del centro di massa, in cui vale:

E2
3 “ |~p|2 `m2

1 ; E2
4 “ |~p|2 `m2

2

essendo |~p|2 “ |~p 1|2, da cui E3dE3 “ E4dE4 “ |~p|d|~p|. Introduciamo la variabile
W “ E3 ` E4 per la quale vale :

dW “ dE3 ` dE4 “

ˆ

1

E3
`

1

E4

˙

|~p|d|~p| “ W

E3E4
|~p|d|~p| “ W

E4
dE3

Essendo E1 ` E2 “
?
s, abbiamo ora:

dpLIPSq

dW dΩ
“

1

p4πq2
δpW ´

?
sq

|~p|
W

che, sfruttando la δ per avere:

ż

dW

W
δpW ´

?
sq|~p| “ |~p|

?
s

diventa infine:
dpLIPSq

dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

CM

“
|~p|

16π2
?
s
. (5.30)

1Siccome per ottenere la sezione d’urto è necessario sommare su tutti i possibili stati finali occupabili
dalle due particelle, dovrà essere presente un integrale su tutti i possibili impulsi degli stati finali.
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Per calcolare, nel centro di massa, la sezione d’urto di Eq. (5.26), resta da valutare,
in questo sistema di riferimento, il fattore di flusso:

f “
b

pp1 ¨ p2q
2 ´m2

1m
2
2

Usando p1 ¨ p2 “ E1E2 ` |~p|2 otteniamo:

f2 “ pE1E2 ` |~p|2q2 ´m2
1m

2
2

“ E2
1E

2
2 ` |~p|4 ` 2|~p|2E1E2 ´ pE

2
1 ´ |~p|2qpE2

2 ´ |~p|2q
“ 2|~p|2E1E2 ` E

2
1 |~p|2 ` |~p|2E2

2

“ |~p|2pE1 ` E2q
2

“ |~p|2s

Il fattore di flusso nel centro di massa è dunque:

fCM “ |~p|
?
s (5.31)

Siamo dunque arrivati a poter riscrivere la sezione d’urto di Eq. (5.26) nel sistema di
riferimento del centro di massa nella forma estremamente sintetica ed elegante:

dσ

dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

CM

“
|M|2

64π2s
(5.32)

Questa espressione può essere riscritta in forma totalmente invariante sostituendo
alla Ω la variabile di Mandelstam t, per la quale vale:

t “ pp1 ´ p3q
2 “ 2m2

1 ´ 2p1 ¨ p3 “ 2m2
1 ´ 2E2 ` 2|~p|2 cos θ “ ´2|~p|2p1´ cos θq

Considerando |~p| fissato (ora siamo interessati a derivare la variazione angolare della
sezione d’urto, a momento iniziale fissato) si ha:

dt “ 2|~p|2 dpcos θq

Nel caso di particelle di spin 0 la sezione d’urto è invariante per rotazioni intorno alla
direzioni dei fasci, siamo cioè in simmetria cilindrica, e possiamo quindi derivare:

dΩ “ dφdpcos θq “ 2πdpcos θq “
π

|~p|2
dt

Scrivendo quindi:
dσ

dΩ
“

|~p|2

π

dσ

dt

abbiamo la forma invariante della sezione d’urto:

dσ

dt
“

1

64π

|M|2

pp1 ¨ p2q
2 ´m2

1m
2
2
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che può essere ulteriormente manipolata riscrivendo il denominatore come:

4pp1 ¨ p2q
2 ´ 4m2

1m
2
2 “ ps´m

2
1 ´m

2
2q

2 ´ 4m2
1m

2
2

“ ps´m2
1 ´m

2
2 ´ 2m2

1m
2
2qps´m

2
1 ´m

2
2 ` 2m1m2q

“ rs´ pm1 `m2q
2srs´ pm1 ´m2q

2s

per cui otteniamo l’espressione:

dσ

dt
“

1

16π

|M|2

rs´ pm1 `m2q
2srs´ pm1 ´m2q

2s
(5.33)

È importante però notare che l’espressione invariante usata per il flusso, Eq. (5.24),
è valida solo per collisioni collineari, quindi Eq. 5.33 è invariante solo sotto queste
condizioni, cioè è invariante per boost di Lorentz lungo la direzione dei fasci (che d’altra
parte sono le trasformazioni più plausibili da un punto di vista fisico). I termini di
flusso e dLIPS appena derivati valgono per qualsiasi urto elastico 2 Ñ 2 di particelle non
polarizzate (cioè per cui vale la simmetria cilindrica di cui sopra). La parte di dinamica
dell’urto che dipende dalla natura delle particelle è contenuta in |M|2.

In esperimenti di fisica delle alte energie, le masse possono essere molto più piccole
delle energie in gioco e quindi vale m2

1,2 ! s. In questo caso possiamo approssimare
Eq. (5.33) a:

dσ

dt
“

|M|2

16π s2
(5.34)

5.4 Scattering elastico tra particelle scalari

Consideriamo ora il caso di scattering elastico tra particelle di Klein-Gordon. Valutiamo
esplicitamente l’ampiezza di scattering M, applicando le regole di Feynman ai vertici
del diagramma di Fig. 5.4:

M “ p´ieaqpp1 ` p3q
µ

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

p´iebqpp2 ` p4q
ν

“ i
eaeb
q2

pp1 ` p3q ¨ pp2 ` p4q

“ i
eaeb
q2

pp1 ¨ p2 ` p1 ¨ p4 ` p3 ¨ p2 ` p3 ¨ p4q .

Usando le proprietà delle variabili di Mandelstam (C.7) e (C.2) si ha:

M “ i
eaeb
q2

p2p1 ¨ p2 ` 2p1 ¨ p4q

“ i
eaeb
q2

ps´m2
1 ´m

2
2 `m

2
1 `m

2
2 ´ uq

“ i
eaeb
q2

ps´ uq
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Essendo inoltre:
q2 “ pp1 ´ p3q

2 “ t

otteniamo infine:

|M|2 “ e2
ae

2
b

ps´ uq2

t2
(5.35)

5.4.1 Sezione d’urto per lo scattering di Rutherford

Come esempio pratico (e paradigmatico) di quanto visto finora, calcoliamo la sezione
d’urto per lo scattering di una particella di massa m e carica ea “ eZa con una particella
di massa molto maggiore M e carica eb “ eZb. Calcoliamo la sezione d’urto nel sistema
di riferimento del laboratorio, dove la particella pesante è considerata a riposo e usiamo
l’approssimazione M " |~k| " m. In questo sistema abbiamo:

pa “ pEa, ~k q » p|~k|, ~kq

p1a “ pE
1
a, ~k

1 q » p|~k1|, ~k1q
pb “ pM, ~0 q

avendo usato E2
a “

~k2`m2 » ~k2. L’energià finale della particella massiccia è circa uguale
alla massa, EMf “ Ea`M´E

1
a »M e dalla conservazione dell’energia Ea`M “ E1a`M

otteniamo Ea » E1a cioè |~k| » |~k1|. Il quadri-impulso finale della massa M è:

p1b “ pa ` pb ´ p
1
a “ pEa `M ´ E1a, ~k ´ ~k

1 q » pM, ~0 q

cioè il corpo più massiccio non rincula in seguito all’urto.
Con queste approssimazioni possiamo valutare la sezione d’urto di Eq. (5.33). Usando

m2 " m1 il fattore a denominatore si semplifica come:

rs´ pm1 `m2q
2srs´ pm1 ´m2q

2s » ps´M2q2

Valutiamo le espressioni delle variabili di Mandelstam:

t “ ppa ´ p
1
aq

2 » ´2pa ¨ p
1
a “ ´2|~k|2´2|~k|2cos θ “ ´2|~k|2p1´ cos θq “ ´4|~k|2sin2 θ

2

da cui:
dt » 2|~k|2dpcos θq

Per le altre due variabili si ha:

s “ ppa ` pbq
2 » pEa `Mq

2 ´ |~k|2 “M2 ` 2|~k|M

u “ ppa ´ p
1
bq

2 » pEa ´Mq
2 ´ |~k|2 “M2 ´ 2|~k|M

per cui:
s´ u » 4|~k|M
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Figure 5.8: Schema scattering Rutherford, nel sistema di riferimento del laboratorio.

Ricordando Eq. 5.35, abbiamo ora tutti gli elementi necessari alla scrittura della
sezione d’urto:

dσ

dt
“

1

16π

|M|2

ps´M2q2

nella forma:

dσ

2|~k|2dpcos θq
“

1

16π

e4Z2
aZ

2
b

ps´M2q2

ps´ uq2

t2
»

1

16π

16π2α2Z2
aZ

2
b

4|~k|2M2

16|~k|2M2

16|~k|4 sin4 θ
2

“
πα2Z2

aZ
2
b

4|~k|4 sin4 θ
2

avendo utilizzato la definizione di costante di struttura fine α “ e2{p4πq.

Abbiamo quindi ottenuto la sezione d’urto di Rutherford:

dσ

2πdpcos θq
“

α2Z2
aZ

2
b

4|~k|2 sin4 θ
2

(5.36)

In questo primo esempio si è visto come sia semplice calcolare le sezioni d’urto
all’ordine perturbativo più basso per un processo fisico, soprattutto grazie al calcolo di
|M|2 con le regole di Feynman. Un punto fondamentale sta nel combinare, in tutti i modi
possibili, i diversi vertici di interazione contenuti nella hamiltoniana di interazione Ĥint,
ovvero identificare correttamente tutti i diagrammi di Feynman che possono contribuire
al processo. Nel semplice caso di un urto come quello di Rutherford appena studiato
il diagramma in Fig. 5.4 è l’unico possibile. Dedichiamo invece le prossime sezioni ad
analizzare processi di interazione a cui contribuiscono diversi diagrammi di Feynman.

5.5 Sezione d’urto per i processi π ` π Ñ π ` π

Consideriamo lo scattering tra pioni:

π`pp1q ` π
`pp2q ÝÑ π`pp3q ` π

`pp4q

Le due particelle dello stato iniziale (cos̀ı come le due dello stato finale) sono indistinguibili.
L’ampiezza di scattering deve essere simmetrica per lo scambio tra le due particelle, o
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detto in altri termini, occorre descriverle con appropriati stati simmetrizzati (che tengano
conto della statistica, in questo caso “banale” in quanto bosonica). La conseguenza di
ciò è che il diagramma di Feynman del processo è ora la somma dei due diagrammi
rappresentati in figura 5.9.

Ognuno di questi diagrammi avrà una sua ampiezza di scattering, calcolabile applicando
le regole di Feynman ai vertici:

Ma “ p´ieqpp1 ` p3q
µ

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

p´ieqpp2 ` p4q
ν “ ie2 pp1 ` p3q ¨ pp2 ` p4q

pp1 ´ p3q
2

“ ie2 s´ u

t
(5.37)

Mb “ p´ieqpp1 ` p4q
µ

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

p´ieqpp2 ` p3q
ν “ ie2 pp1 ` p4q ¨ pp2 ` p3q

pp1 ´ p4q
2

“ ie2 s´ t

u
(5.38)

Risulta evidente che i due diagrammi hanno q diversi:

qa “ p1 ´ p3 “ p4 ´ p2 “
?
t

qb “ p1 ´ p4 “ p3 ´ p2 “
?
u

e sono rispettivamente detti “canale t” e “canale u” del processo. È inoltre immediato
vedere come si possa ricavare l’ampiezza di scattering di un canale da quella dell’altro
canale semplicemente eseguendo lo scambio p3 Ø p4, o analogamente tØ u.

L’ampiezza di scattering dell’intero processo fisico sarà la somma delle ampiezze dei
canali possibili, cioè:

Mπ`π` “Ma `Mb “ ie2

ˆ

s´ u

t
`
s´ t

u

˙

(5.39)

Ponendoci nel baricentro dell’interazione e nel limite ad alte energie si ha:

s » 2p1 ¨ p2 ; t » ´2p1 ¨ p3 ; u » ´2p1 ¨ p4

Figure 5.9: I due diagrammi di Feynman che contribuiscono all’interazione tra due π`

indistinguibili: (a) è detto canale t, (b) è detto canale u.
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da cui, detto θ l’angolo di scattering:

s “ 4E2 ; t “ ´2E2p1´ cos θq ; u “ ´2E2p1` cos θq

Possiamo dunque riscrivere l’ampiezza di scattering nel centro di massa come:

Mπ`π` “ ie2

„

s` s
2p1` cos θq

´ s
2p1´ cos θq

`
s` s

2p1´ cos θq

´ s
2p1` cos θq



“ ´ie2

„

p3` cos θqp1` cos θq ` p3´ cos θqp1´ cos θq

1´ cos2 θ



cioè:

Mπ`π` “ ´ie
2 2p3` cos2 θq

sin2 θ
(5.40)

Pertanto la sezione d’urto nel centro di massa è:

ˆ

dσ

dΩ

˙

π`π`
“

|M|2

64π2 s
“

4e4p3` cos2 θq2

64π2 sin4 θ 4E2
“
α2p3` cos2 θq2

4E2 sin4 θ
(5.41)

Consideriamo ora il processo:

π`pp1q ` π
´pp2q ÝÑ π`pp3q ` π

´pp4q

La novità rispetto alla trattazione precedente sta nella presenza di un’antiparticella, le
cui corrispondenti regole di Feynman potrebbero essere dedotte, in analogia a quanto
già fatto per le particelle, a partire dai termini b̂ e b̂: contenuti nell’hamiltoniana di
interazione Ĥint. Possiamo però evitare di seguire questo (lungo) percorso, ricordando
che le antiparticelle derivano dall’interpretazione di soluzioni con energia negativa e
opposti valori d’impulso (e terza componente di spin, se fossero particelle di Dirac)
rispetto alle particelle.

Modifichiamo quindi le regole di Feynman del caso delle particelle introducendo
un segno meno davanti ai quadrimpulsi per le antiparticelle. I due diagrammi che
contribuiscono al processo sono rappresentati in Fig. 5.10 (notare che graficamente
differenziamo antiparticelle dalle particelle attraverso il verso della linea, opposto a quello
dell’impulso). Le relative ampiezze possono quindi essere scritte come:

Ma “ p´ieqpp1 ` p3q
µ

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

pieqpp2 ` p4q
ν “ ´ie2 pp1 ` p3q ¨ pp2 ` p4q

pp1 ´ p3q
2

“ ie2 u´ s

t
(5.42)

Mb “ p´ieqpp1 ´ p2q
µ

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

p´ieqpp3 ´ p4q
ν “ ie2 pp1 ´ p2q ¨ pp3 ´ p4q

pp1 ` p2q
2

(5.43)

“ ie2 u´ t

s
(5.44)
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Figure 5.10: I due diagrammi di Feynman che contribuiscono all’interazione tra π` e la
sua antiparticella π´: (a) è detto canale t, (b) è detto canale s.

E’ immediato notare che rispetto ai calcoli di Eqs. 5.37 e 5.38 si ha la corrispondenza
(valida in generale):

Mπ`π´pp1, p2; p3, p4q “Mπ`π`pp1,´p4; p3,´p2q

da cui risulta più chiara anche la scelta del verso sulla linea di antiparticella nei diagrammi
di Feynman. Lo scambio p2 Ø ´p4 è equivalente u Ø s. L’ampiezza di scattering di
Eq. (5.39) si è trasformata quindi in:

Mπ`π´ “ ie2

ˆ

u´ s

t
`
u´ t

s

˙

(5.45)

L’ampiezza di scattering è data dalla somma dei due diagrammi di Fig. 5.10. Il primo
diagramma corrisponde del tutto al diagramma (a) di Fig. 5.9, mentre il diagramma di
“simmetrizzazione” (canale u) è qui sostituito dal diagramma di annichilazione, in cui la
coppia particella-antiparticella si annichila in un fotone virtuale avente impulso p1` p2.
Il propagatore di questo fotone contiene a denominatore:

q “ p1 ` p2 “
?
s

il che porta a chiamare questo diagramma “canale s”.

5.6 Scattering Compton sui pioni ed invarianza di gauge

Consideriamo in questa sezione il processo di scattering di fotoni sui pioni:

γpk, εq ` π`ppq Ñ γpk1, ε1q ` π`pp1q
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Un primo contributo a questo processo è dato dal diagramma in Fig. 5.5, che riportiamo
per completezza in Fig. 5.11; per questo processo “diretto” l’ampiezza di scattering
ottenibile dalle regole di Feynman è:

Mpdq
γπ “ p´ieqpp` qq

µεµ
i

q2 ´m2
p´ieqpq ` p1qνε1

˚

ν

“ ´ie2ε ¨ pp` qq
1

pp` kq2 ´m2
ε1
˚
¨ pq ` p1q

essendo q “ p` k “ p1 ` k1 “
?
s. Imponendo la condizione di Lorenz ε ¨ k “ ε1 ¨ k1 “ 0,

possiamo trovare:

ε ¨ pp` qq “ ε ¨ pp` p` kq “ 2ε ¨ p

ε1
˚
¨ pq ` p1q “ ε1

˚
¨ pp1 ` p1 ` kq “ 2ε1

˚
¨ p1

e dunque:

Mpdq
γπ “ ´i4e

2pε ¨ pqpε1
˚
¨ p1q

1

s´m2
(5.46)

Oltre al diagramma diretto dobbiamo anche considerare il diagramma “di scambio”
mostrato in Fig. 5.11, per il quale si ottiene:

Mpeq
γπ “ p´ieqpp` qq

µ ¨ ε1
˚

µ

i

q2 ´m2
p´ieqpq ` p1qν ¨ εν

con q “ p´ k1 “ p1 ´ k “
?
u; per cui:

Mpeq
γπ “ ´i4e

2pε1
˚
¨ pqpε ¨ p1q

1

u´m2
(5.47)

Se a questo punto pensassimo di aver considerato tutti i contributi di ordine e2 “ 4πα
all’ampiezza dello scatering Compton sui pioni commetteremmo un errore. Infatti, nel
ricavare Eq. (5.2) avevamo trascurato un termine ´e2ÂµÂ

µΦ̂:Φ̂ che contribuisce al
processo di scattering. In particolare tale termine corrisponde ad un nuovo vertice con
quattro campi, cioè due fotoni e due pioni, che interagiscono in un punto come mostrato

Figure 5.11: Diagrammi di Feynman “diretto” e “di scambio” per lo scattering Compton
sui pioni.
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Figure 5.12: Contributo “di contatto” allo scattering Compton sui pioni.

in Fig. 5.12. Questo termine quadratico in e viene detto “di contatto”, in quanto
non presenta stati virtuali interni. L’ampiezza di scattering del diagramma ad esso
associato può essere calcolata reinserendo il termine finora trascurato nell’hamiltoniana
di interazione contenuta in Eq. (5.1). Seguiamo però un’altra strada che sfrutta il
principio di invarianza di gauge dell’intera ampiezza e ne evidenzia l’importanza.

Per generico processo tra un fotone, avente quadri-impulso kµ e polarizzazione εµ, ed
una particella di qualsiasi tipo, tra quelli permessi dalle leggi di conservazione, l’ampiezza
è lineare in εµ e quindi scrivibile come:

M “ εµTµ

dove in Tµ sono contenute tutte le informazioni sullo specifico diagramma di Feynman
associato al processo. La scelta del gauge di Lorenz implica ε ¨ k “ 0; inoltre, la
residua invarianza di gauge permette, per fotoni reali, di effettuare la trasformazione
di Eq. (4.17):

εµ ÝÑ ε1
µ
“ εµ ` βkµ

lasciando inalterata ogni grandezza fisica. Per l’ampiezza M questa ulteriore libertà si
traduce in:

M “ εµTµ “ pε
µ ` βkµqTµ

da cui segue, per via dell’invarianza di gauge, l’importante condizione, detta “identità
di Ward”:

kµTµ “ 0 (5.48)

Cioè, se l’invarianza di gauge è verificata, il risultato della sostituzione nella ampiezza
di scattering del vettore di polarizzazione εµ con il corrispettivo quadri-impulso kµ deve
essere una grandezza nulla.

Effettuiamo ora questa operazione nella somma tra le ampiezze di scattering diretta
(5.46) e di scambio (5.47) dello scattering Compton. Il risultato deve necessariamente
elidersi con l’ampiezza di contatto legata al diagramma in Fig. 5.12, ovvero deve essere:

„

Mpdq
γπ `Mpeq

γπ



εµÑkµ
“ ´Mpcq

γπ |εµÑkµ
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Verifichiamo che Eq. 5.48 non è soddisfatta se consideriamo solo le ampiezze diretta
e di scambio. Partendo da:

Mpdq
γπ `Mpeq

γπ “ ´i4e
2ε1
˚

µεν

ˆ

p1µpν

s´m2
`

pµp1ν

u´m2

˙

” ε1
˚

µενT
µν

e sostituendo εν con kν otteniamo:

ε1
˚

µkνT
µν “ ´i4e2ε1

˚

µ

ˆ

p ¨ k

s´m2
p1
µ
`

p1 ¨ k

u´m2
pµ
˙

che, sfruttando le proprietà delle variabili di Mandelstam (C.2):

2p ¨ k “ s´m2

2p1 ¨ k “ ´u`m2

diventa:

ε1
˚

µkνT
µν “ ´i2e2ε1

˚

µpp
1 ´ pqµ “ ´i2e2ε1

˚
¨ k

chiaramente diverso da zero. Lo stesso risultato può essere trovato sostituendo ε1 con k1

o effettuando entrambe le sostituzioni contemporaneamente.

L’invarianza di gauge deve essere verificata ordine per ordine nella serie perturbativa.
Aggiungendo termini di ordine superiore a e2 (cioè oltre al prim’ordine perturbativo che
stiamo considerando), l’invarianza di gauge non sarebbe comunque ripristinata.

Occorre quindi aggiungere una terza ampiezza di scattering, necessaria a descrivere
completamente lo scattering Compton γ ` π Ñ γ ` π:

Mpcq
γπ “ 2ie2ε1

˚
¨ ε (5.49)

scrittura che ritroveremmo, sebbene in modo meno immediato, dal calcolo diretto sviluppabile
reinserendo il termine quadratico in e all’interno dell’hamiltoniana di interazione.

La forma completa, all’ordine e2 e gauge invariante, dell’ampiezza di scattering
Compton su di un pione è quindi data dalla somma:

Mγπ “Mpdq
γπ `Mpeq

γπ `Mpcq
γπ

“ ´ie2

„

4
pε ¨ pqpε1˚ ¨ p1q

s´m2
` 4

pε ¨ p1qpε1˚ ¨ pq

u´m2
´ 2ε ¨ ε1

˚



immediatamente riscrivibile come:

Mγπ “ ´ie
2ε1
˚

µεν

„

4
p1µpν

s´m2
` 4

pµp1ν

u´m2
´ 2ηµν



(5.50)

che, inserita in Eq. (5.33), permette il calcolo della sezione d’urto.
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Figure 5.13: Riassunto regole di Feynman per scalar QED.

5.7 Regole di Feynman: particelle di spin 0

Presentiamo in questa sezione un rapido riassunto delle regole di Feynman per l’elettrodinamica
quantistica di particelle di spin 0 all’ordine perturbativo più basso, ovvero Ope2q “ Opαq.
Lo studio degli ordini perturbativi di grado superiore e i diagrammi ad essi associati
esulano dall’ambito di questo corso.

Per ogni linea esterna di fotone entrante nel diagramma bisogna includere un
vettore di polarizzazione εµpk, λq, mentre per ogni fotone uscente includiamo il vettore
ε˚µpk

1, λ1q.

Per ogni linea interna di particella di spin 0 e massa m includiamo il propagatore
i{pp2 ´m2q, mentre per ogni linea interna di fotone includiamo il propagatore ´i ηµν

{q2,
scritto cos̀ı nel gauge di Lorenz-Feynman.

Per ogni vertice di emissione o assorbimento di un fotone da parte di una
particella di carica `e includiamo un fattore ´iepp ` p1qµ; se invece il vertice è un
vertice di contatto tra un fotone ed una particella di carica ˘e il fattore da includere
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è 2ie2ηµν .
L’applicazione di queste regole permettono di calcolare l’ampiezza di scattering M

per un qualsiasi processo tra particelle di spin 0 e fotoni del tipo 1 ` 2 Ñ 3 ` 4. La
corrispondente sezione d’urto è data da Eq. 5.23:

dσ “
|M|2

2E1 2E2 |~v1 ´ ~v2|
d3p3

p2πq3 2E3

d3p4

p2πq3 2E4
p2πq4δ4pp3 ` p4 ´ p1 ´ p2q , (5.51)

la quale può essere integrata con eventuali opportune semplificazioni, come descritto in
Sezione 5.3.
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Chapter 6

Interazioni per particelle di spin 1
2

Anche nello studio delle interazioni per le particelle di Dirac partiamo dall’ampiezza di
transizione di Eq. (5.1):

A
p1q
fi “ ´i

ż

d4x xf | ĤI
int |iy (6.1)

dove ora, in virtù di Eq. (4.7) e considerando una particella di carica q, si ha:

Ĥint “ qΨ̂γµΨ̂Âµ “ ĴµemÂµ (6.2)

Gli stati iniziali e finali definiti da:

|iy “ ĉ:sppqα̂
:pk, λq |0y (6.3)

|fy “ ĉ:s1pp
1q |0y (6.4)

Seguendo quanto già fatto per le particelle di spin 0 in Sezione 5, consideriamo ad
esempio un processo quale quello mostrato in Fig. 6.1. Notiamo ora (e avremmo già
potuto farlo nella precedente Sezione) che tale processo è fisico solo se le masse di stato
iniziale e finale fermionico (o scalare nel caso precedente) sono diverse. Infatti dalla
conservazione del quadri-impulso kµ ` pµ “ p1µ con kµk

µ “ 0 e pµp
µ “ p1µp

1µ “ m2
e,

dovremmo avere:

pkµ ` pµqpkµ ` pµq “ p1µp
1µ “ m2

e ñ 2kµpµ “ 2|~k|E ´ 2~k ¨ ~p “ 0

il che è impossibile, essendo |~p| “
a

E2 ´m2
e, cioè almeno una delle tre linee corrisponde

ad una particella virtuale. Il processo fisico diventa invece possibile al secondo ordine
perturbativo, e in generale il vertice di Fig. 6.1 può essere utilizzato per formare processi
fisici del second’ordine, come abbiamo già visto per il caso scalare. Il processo può
invece essere fisico se lo stato finale è una sorta di eccitazione con massa diversa da
quello iniziale.

Fatta questa premessa, calcoliamo l’ampiezza (6.1) associata al vertice, la quale si
separa nel prodotto di due fattori distinti:

Ap1qfi “ ´i
ż

d4x
@

p1, s1
∣∣ Ĵµem |p, sy x0| Âµ |k, λy “ ´i

ż

d4x JµfipxqAµpxq .
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Figure 6.1: Vertice γ ` e´ Ñ e´

Ricordiamo la funzione d’onda del fotone:

Aµ “ Nkεµpλqe
´ik¨x

Per la corrente fermionica abbiamo:

Jµfi “ q
@

p1, s1
∣∣ Ψ̂ |0y γµ x0| Ψ̂ |p, sy “ qΨpp1, s1qγµΨpp, sq . (6.5)

Gli spinori Ψ delle particelle (per esempio, elettroni con carica ´e) ed antiparticelle
(per esempio, positroni con carica `eq sono dati dalle equazioni (2.96):

Ψe´pp, sq “ Ne upp, sqe
´ip¨x

Ψe`pp, sq “ Ne vpp, sqe
ip¨x

(6.6)

dove abbiamo introdotto un fattore di normalizzazioneNe, che determineremo in maniera
analoga a Eq. (5.20). Nel caso di un elettrone, la corrente di transizione elettromagnetica
(6.5) diventa dunque:

Jµfipe
´q “ ´NeN

1
e e upp

1, s1qγµupp, sq e´ipp´p
1q¨x . (6.7)

Come già fatto nella sezione 2.4, sottolineiamo che l’ordine corretto del prodotto tra
spinori è uγu (che infatti restituisce un numero), e non uγu (che restituirebbe come
risultato una matrice).

6.1 Scattering elastico e´ ` π Ñ e´ ` π

Consideriamo ora il processo di scattering elastico e´`π Ñ e´`π illustrato in Fig. (6.2)
e ripetiamo lo stesso procedimento seguito nella Sezione 5.1.

L’ampiezza di transizione per l’elettrone in un campo elettromagnetico Aµ è data da:

Ap1q “ ´i
ż

d4x Jµfipe
´qAµ

dove la corrente di transizione è data da Eq. 6.7 e dove Aµ ora è il potenziale prodotto
dal moto della particella π`, che ricordando Eq. (5.11) risulta essere:

Aµ “ ´
1

q2
Jµpπ

`q “ ´
e

q2
NN 1pp` p1qµ e

´ipp´p1q¨x
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Figure 6.2: Scattering elastico tra elettrone e pione

con q “ p1 ´ p “ k ´ k1. Si ha quindi:

Ap1q
e´π`

“ ´i

ż

d4x Jµpe´qp
1

q2
qJµpπ

`q

“ ´iNeN
1
eNN

1

ż

d4x upk1, s1qγµupk, sq e´ipk´k
1q¨x e

2

q2
pp` p1qµ e

´ipp´p1q¨x

L’integrale in d4x produce l’usuale δ4 di conservazione dell’energia e impulso, da cui:

Ap1q
e´π`

“ NeN
1
eNN

1 p2πq4δ4pk1`p1´k´pq upk1, s1qpieγµqupk, sq

ˆ

´i
ηµν
q2

˙

p´ieqpp`p1qν

(6.8)

Come fatto in precedenza, isoliamo i termini contenenti i fattori di normalizzazione
e p2πq4δ4 e definiamo l’ampiezza di scattering:

Mss1 “ upk1, s1qpieγµqupk, sq

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

p´ieqpp` p1qν (6.9)

a cui associamo il diagramma di Feynman di Fig. 6.3. Mss1 è un invariante di Lorentz;
infatti abbiamo visto nella Sezione 2.2.4 che ΨγµΨ è un quadri-vettore di Lorentz, e
quindi lo è anche uγµu, il quale è contratto con pp` p1qµ in Eq. (6.9).

In aggiunta alle regole di Feynman i-vi, enunciate nel capitolo precedente, dobbiamo
quindi considerare due nuove regole, specifiche per particelle di spin 1/2:

vii Introdurre per ogni fermione di Dirac entrante lo spinore upk, sq e per ogni fermione
uscente lo spinore upk1, s1q;

viii Associare al vertice fermione-fotone-fermione il fattore ´iqγµ, dove q è la carica
elettrica del fermione.

Anche qui notiamo l’ordine del prodotto uγu, dove a sinistra abbiamo lo spinore relativo
allo stato finale e a destra lo spinore dello stato iniziale.
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Figure 6.3: Regole di Feynman per lo scattering e´ ` π Ñ e´ ` π

I passaggi che dall’ampiezza di scattering permettono di calcolare la sezione d’urto a
2 corpi sono analoghi a quelli seguiti nella Sezione 5.3 per particelle di spin 0 e si ottiene:

dσss1 “
|Mss1 |2

4Eω|~v|
p2πq4δ4pp1 ` k1 ´ p´ kq

d3~k1

p2πq32ω1
d3~p 1

p2πq32E1
, (6.10)

dove s è lo stato di spin del fermione nello stato iniziale e s1 è lo stato di spin finale e
abbiamo definito:

kµ “ pω,~k q , k1
µ
“ pω1,~k1 q

pµ “ pE, ~pq , p1
µ
“ pE1, ~p 1 q

Per collisioni collineari si ha:

Eω|~v| “
b

pp ¨ kq2 ´m2
1m

2
2

Eq. (6.10) esprime la sezione d’urto per un elettrone iniziale e finale in un determinato
stato di spin; la dipendenza da s, s1 è infatti contenuta in Mss1 e nella forma di
Eq. (2.102) dei corrispondenti spinori upk, sq e upk1, s1q. Gli esperimenti sono però
solitamente condotti con fasci di elettroni non polarizzati: questo significa che gli elettroni
iniziali sono una miscela incoerente di stati di spin up e down (sz “ ˘1{2) ognuno avente
probabilità 1{2. In maniera del tutto analoga la polarizzazione degli elettroni finali non
è osservata, in quanto si misura solitamente solo la loro energia e direzione. La sezione
d’urto non polarizzata è dunque data dalla media su tutti i possibili stati di spin
iniziale e dalla somma sugli stati di spin finale. Nel caso di un fermione coinvolto nel
processo:

dσunpol “
1

2
pdσÒÒ ` dσÒÓ ` dσÓÒ ` dσÓÓq “

1

2

ÿ

s,s1

dσss1 (6.11)

In generale, per un processo App1, s1q `Bpp2, s2q Ñ App3, s3q `Bpp4, s4q si ha:

dσunpol “

«

1

p2s1 ` 1qp2s2 ` 1q

ÿ

s1,s2,s3,s4

|Ms1s2s3s4 |2
ff

1

4E3E4|~v|
dpLIPSq .
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Sviluppiamo ora un metodo generale, detto tecnica della traccia per il calcolo
delle sezioni d’urto, per calcolare più agevolmente la somma sugli stati di spin s, s1

dell’ampiezza di scattering |M|2 (cioè manipoliamo l’ampiezza in modo che il calcolo
della somma sugli spin diventi un calcolo di traccia di matrici). Abbiamo anzitutto:

Mss1 “ ´i
e2

q2
upk1, s1qγµupk, sq pp` p1qµ

per cui:

|Mss1 |2 “
ˆ

e2

q2

˙2

rupk1, s1qγµupk, sqpp` p1qµsrupk
1, s1qγνupk, sqpp` p1qνs

˚

I termini tra parentesi quadre sono numeri complessi (abbiamo già più volte menzionato
che, a dato µ, uγµu è un numero complesso), quindi calcolare il complesso coniugato è
equivalente a calcolare l’hermitiano coniugato:

rupk1, s1qγνupk, sqpp` p1qνs
: “ ru:pk, sqγν:u:pk1, s1qspp` p1qν

“ ru:pk, sqγ0γνγ0γ0upk1, s1qspp` p1qν

“ rupk, sqγνupk1, s1qspp` p1qν

Abbiamo quindi ricavato la regola rupk1, s1qγνupk, sqs: “ upk, sqγνupk1, s1q.
Si ha pertanto:

1

2

ÿ

s,s1

|Ms,s1 |2 “
ˆ

e2

q2

˙2 1

2

ÿ

s,s1

upk1, s1qγµupk, squpk, sqγνupk1, s1qpp` p1qµpp` p
1qν

”

ˆ

e2

q2

˙2

LµνTµν

dove abbiamo definito un tensore leptonico Lµν contenente tutta l’algebra di Dirac:

Lµν ”
1

2

ÿ

s,s1

upk1, s1qγµupk, squpk, sqγνupk1, s1q (6.12)

ed un tensore adronico Tµν derivante dal vertice pionico del diagramma di figura 6.3:

Tµν ” pp` p
1qµpp` p

1qν (6.13)

Concentriamo ora la nostra analisi sul tensore leptonico e usiamo le seguenti proprietà
degli spinori di Dirac (dimostrazione lasciata per esercizio, usando le definizioni di
Eq. 2.102):

ÿ

s

upk, squpk, sq “ {k `m1

ÿ

s

vpk, sqvpk, sq “ {k ´m1
(6.14)
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per semplificare la scrittura in Eq. (6.12). In quest’ultima però gli spinori compaiono
separati dalle matrici γ e, per capire meglio come agire, riscriviamo il tensore leptonico
esplicitando gli indici matriciali, sottintendendo come sempre la somma sugli indici
ripetuti:

Lµν ”
1

2

ÿ

s,s1

uαpk
1, s1qpγµqαβ uβpk, squγpk, sqpγ

νqγδ uδpk
1, s1q .

In questo modo ora i fattori del prodotto sono numeri e possiamo cambiare l’ordine dei
fattori per raggruppare le parti che dipendono da s da quelle che dipendono da s1 ed
ottenere:

Lµν “
1

2
p{k1 `mqδαpγ

µqαβ p{k `mqβγpγ
νqγδ “

1

2
Trrp{k1 `mqγµp{k `mqγνs

In generale, una scrittura in funzione della traccia del prodotto tra matrici come quella
appena derivata è particolarmente comoda se usiamo le proprietà generali della traccia
delle matrici γ o di loro prodotti, dimostrate in Appendice D:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Trpγµγνq “ 4ηµν

Trp{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anq “ 0 per n dispari

Trp{a{bq “ 4a ¨ b

Trp{a{b{c{dq “ 4rpa ¨ bqpc ¨ dq ` pa ¨ dqpb ¨ cq ´ pa ¨ cqpb ¨ dqs

(6.15)

Usando tali proprietà possiamo infatti riscrivere:

Trrp{k1 `mqγµp{k `mqγνs “ Trr{k1γµ{kγνs `m2Trrγµγνs

“ 4rk1
µ
kν ` k1

ν
kµ ´ pk ¨ k1qηµν `m2ηµνs

“ 4rk1
µ
kν ` k1

ν
kµ ´ pk ¨ k1 ´m2qηµνs (6.16)

che, essendo:

q2 “ pk ´ k1q2 “ 2m2 ´ 2k ¨ k1

ci permette di scrivere il tensore leptonico come:

Lµν “ 2

„

k1
µ
kν ` k1

ν
kµ `

1

2
q2ηµν



E dunque otteniamo:

1

2

ÿ

s,s1

|Ms,s1 |2 “
ˆ

e2

q2

˙2

LµνTµν

“

ˆ

e2

q2

˙2

2

„

k1
µ
kν ` k1

ν
kµ `

1

2
q2ηµν



pp` p1qµpp` p
1qν

“

ˆ

4πα

q2

˙2

8

„

2pp ¨ kqpp ¨ k1q `
1

2
q2m2

π
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essendo mπ la massa del pione e avendo usato Lµνqµ “ 0 nell’ultimo passaggio (e notando
che pp` p1qµ “ pp

1 ´ p` 2pqµ “ qµ ` 2pµ. Infatti:

Lµνqµ “ 2q ¨ k k1
ν
` 2q ¨ k1 kν ` q2qν

“ 2pk ´ k1q ¨ k k1
ν
` 2pk ´ k1q ¨ k1 kν ` 2pm2 ´ k ¨ k1qpk ´ k1qν

“ 2rpm2 ´ k ¨ k1qk1
ν
` pk ¨ k1 ´m2qkν ` pm2 ´ k ¨ k1qpk ´ k1qνs

“ 0

La sezione d’urto non polarizzata nel sistema di riferimento del centro di massa è
data da Eq. (5.32):

dσ

dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

CM

“

1
2

ř

s,s1 |Ms,s1 |2

64π2s
“

ˆ

4πα

q2

˙2 2pp ¨ kqpp ¨ k1q ` 1
2q

2m2
π

8π2pp` kq2
(6.17)

Valutiamo ora questa scrittura nel limite ad alta energia |~p| » |~p 1|» E e ponendo, come
già visto:

k “ pE, ~p q k1 “ pE, ~p 1q p “ pE,´~p q p1 “ pE,´~p 1q

Si ha:

2p ¨ k » pp` kq2 “ s » 4E2

2p ¨ k1 » ´pp´ k1q2 “ ´u » 2E2p1` cos θq

q2 “ pk ´ k1q2 “ t » ´2E2p1´ cos θq

che possiamo usare per riscrivere la sezione d’urto di Eq. (6.17) in forma invariante come:

dσ

dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

CM

“
16π2α2

4E4p1´ cos θq2
4E4p1` cos θq

32π2E2
“

α2

2E2

1` cos θ

p1´ cos θq2
(6.18)

“ ´α2 u

t2
(6.19)

Attraverso dΩ “ 2πdpcos θq, Eq. 6.18 può anche essere riscritta in funzione dell’angolo
di scattering θ e dell’energia del centro di massa E come:

dσ

dpcos θq
“
πα2

E2

1` cos θ

p1´ cos θq2
(6.20)

6.2 Scattering e`π`

Consideriamo ora il caso dello scattering elastico e``π` Ñ e``π`, dove rispetto al caso
studiato in sezione 6.1 l’elettrone è sostituito dal positrone, ossia la sua antiparticella.
Il nuovo vertice e`γe` potrebbe essere calcolato in modo analogo a quanto fatto per il
vertice di figura 6.1, con la sola differenza che gli operatori coinvolti sono ora d̂:sppq e
d̂:s1pp

1q. Risulta però più immediato ricordare l’interpretazione delle antiparticelle come
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Figure 6.4: Vertice di interazione tra fotone e positroni (sinistra) e diagramma di
Feynman per lo scattering pione-positrone (destra).

soluzioni ad energia negativa con opposti valori di impulso e spin. Cos̀ı facendo troviamo
che il vertice della corrente di transizione elettromagnetica di Eq. 6.7, per il caso di un
positrone di quadri-impulso k e spin s che va in uno stato finale con quadri-impulso k1

e spin s1, diventa:
vpk, sqp´ieγµqvpk1, s1q

Cioè, un positrone entrante viene trattato come un elettrone uscente, avente lo stesso
impulso k e stesso spin s ma carica opposta; ad esso è associato lo spinore vpk, sq.
Analogamente al positrone uscente con impulso k1 e spin s1 associamo un elettrone
entrante di spinore vpk1, s1q. Questo viene riportato anche nella rappresentazione diagrammatica
del pannello di sinistra di Fig. 6.4.

Trovata la regola per il vertice del positrone, la sezione d’urto per il processo e`π` Ñ
e`π` (rappresentato nel pannello di destra di Fig. 6.4) si calcola in modo analogo a quella
per il processo e´π` Ñ e´π`, sfruttando le proprietà di Eq. (6.14) e la tecnica della
traccia per il calcolo di Lµν . Cos̀ı facendo si ottiene lo stesso risultato determinato per
il processo coinvolgente l’elettrone:

dσ

dpcos θq
“
πα2

E2

1` cos θ

p1´ cos θq2
.

Infatti pur avendo carica opposta nell’accoppiamento, essa compare all’interno del modulo
quadro dell’ampiezza di scattering M e quindi il segno si cancella.

6.3 Propagatore dell’elettrone

Come già visto nella sezione 5.2 per il caso scalare, è possibile unire i vertici elementari
delle interazioni elettromagnetiche in modo da avere un elettrone che compaia come
particella interna nel diagramma di Feynman. Nel caso dello scatteing Compton tra
fotone ed elettrone γpkq`e´ppq Ñ γpk1q`e´pp1q, i contributi all’ordine α, cioè all’ordine
più basso, sono rappresentati dai diagrammi di Feynman di Fig. 6.5. È da notare
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Figure 6.5: Diagrammi di Feynman per lo scattering Compton sugli elettroni.

che non compare in questo caso un termine di contatto in quanto esso non compare
nell’hamiltoniana di interazione per le particelle di Dirac di Eq. (6.2).

Conosciamo le regole di Feynman per tutti gli elementi di questi diagrammi, tranne
il fattore da associare alla linea interna, ovvero il propagatore dell’elettrone. Questa
linea interna è associata al campo Ψ, soluzione dell’equazione di Dirac interagente con
il campo del fotone Aµ, Eq. (2.108):

pi{B ´mqΨ “ ´e {AΨ

Come nella sezione 5.2, poniamo:

J “ ´e {AΨ „ e´iq¨x

con q “ k ` p, in modo da scrivere la soluzione formale di Eq. (2.108):

Ψ “
1

{q ´m
J (6.21)

Infatti è facile vedere che:

pi{B ´mqΨ “ piγµBµ ´mq
1

{q ´m
J “ p{q ´mq

1

{q ´m
J “ ´e {AΨ

essendo ovviamente BµJ “ ´iqµJ . In analogia con quanto fatto per il propagatore del
pione, aggiungiamo quindi alle già note regole i-viii la nuova regola:

ix Associare un fattore i{p{q ´mq ad ogni linea interna di particella di spin 1{2 con
quadri-impulso q.

Per mantenere uniformità nella scrittura dei propagatori e non avere un’espressione che
include una divisione per la matrice {q, notiamo che:

{q{q “ qµγ
µqνγ

ν “ qµqνγ
µγν “ qµqνp´γ

νγµ ` 2ηµν1q “ ´{q{q ` 2q2

cioè:

{q{q “ q21
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da cui possiamo scrivere:

p{q ´mqp{q `mq “ q2 ´m2

ed ottenere pertanto il propagatore fermionico nella forma:

i

{q ´m
“ i

{q `m

q2 ´m2

6.4 Regole di Feynman: particelle di spin 1{2

In aggiunta alle regole riassunte nella sezione 5.7, condensiamo nella lista 6.6 le regole
di Feynman per l’elettrodinamica di particelle con spin 1{2.

Figure 6.6: Riassunto regole di Feynman per fermioni in elettrodinamica.

Per ogni linea entrante bisogna includere lo spinore upp, sq per i fermioni oppure
vpp, sq per antifermioni. Viceversa, ad ogni linea uscente associamo lo spinore upp1, s1q
oppure vpp1, s1q a seconda della natura della particella. E’ da ricordare che nel caso di
antifermione è necessario (come prima operazione) cambiare il verso della linea (che si
considererebbe nel caso di un fermione) con il verso opposto. Ad ogni linea interna di
particella di spin 1{2 e quadri-impulso p associamo il propagatore ip{p ` mq{pp2 ´ m2q.
Infine, per un vertice fermione-fotone-fermione coinvolgente una particella di spin
1{2 e carica `e includiamo il fattore di accoppiamento ´ieγµ.

Siamo quindi ora in grado di calcolare la sezione d’urto di qualsiasi processo elettromagnetico
che coinvolge particelle di spin 0, spin 1/2 e fotoni, al prim’ordine perturbativo!
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6.5 Scattering Compton sugli elettroni

Consideriamo più nel dettaglio il processo e´`γ Ñ e´`γ, i cui corrispondenti diagrammi
di Feynman sono mostrati in Fig. 6.5. Le rispettive ampiezze di scattering sono:

Mpdq
γe “ upp1, s1qpieγµqε˚µpk

1, λ1q i
{p` {k `m

pp` kq2 ´m2
pieγνqενpk, λqupp, sq (6.22)

Mpeq
γe “ upp1, s1qpieγνqενpk, λq i

{p´ {k1 ´m

pp´ k1q2 ´m2
pieγµqε˚µpk

1, λ1qupp, sq (6.23)

con l’ampiezza di scattering totale Mγe rappresentata dalla somma delle due ampiezze.
Si può verificare che tale somma è effettivamente gauge invariante, ovvero risulta nulla
se si sostituisce ε con il quadri-impulso k. La sezione d’urto non polarizzata del processo
è dunque:

dσ

dΩ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

CM

“
1

4

ÿ

s,s1

λ,λ1

|Mpdq
γe `Mpeq

γe |2

64π2s

data dalla media sugli stati di spin iniziali (2 per l’elettrone e 2 per il fotone) e dalla
somma sugli stati finali. La sommatoria sarà d’ora in poi indicata come

ř

spin per brevità
di notazione. Il fattore di ampiezza di scattering è quindi dato da tre termini:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe `Mpeq

γe |2 “
1

4

ÿ

spin

„

|Mpdq
γe |2 ` |Mpeq

γe |2 ` 2RepMpdqγe M
peq˚
γe q



che calcoliamo separatamente. Iniziamo dal primo:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe |2 “

e4

4ps´m2q2

ÿ

spin

ε˚
1

µ ενu
1γµp{p` {k `mqγ

νu ε1ρε
˚
σuγ

σp{p` {k `mqγ
ρu1

La somma sulle polarizzazioni del fotone può essere rimpiazzata dalla metrica:

ÿ

λ

εµpλqε
˚
νpλq Ñ ´ηµν (6.24)

Dimostriamolo considerando per esempio un fotone che si muove lungo l’asse z, kµ “
pk, 0, 0, kq, e scrivendo le polarizzazioni (trasverse) attraverso:

εµλ1 “ p0, 1, 0, 0q ; εµλ2 “ p0, 0, 1, 0q ,

da cui si ottiene:
ÿ

λ

εµpλqε
˚
νpλqMµMν˚ “ |M1|2 ` |M2|2 (6.25)
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Dall’identità di Ward di Eq. (5.48), sappiamo che kµMµ “ 0, cioè kM0 ´ kM3 “ 0 e
quindi M0 “M3. Possiamo quindi riscrivere Eq. 6.25 come: 1

ÿ

λ

εµpλqε
˚
νpλqMµMν˚ “ |M1|2 ` |M2|2 ` |M3|2 ´ |M0|2 “ ´ηµνMµMν˚ (6.27)

Grazie ad Eq. (6.24) otteniamo quindi:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe |2 “

e4

4ps´m2q2

ÿ

s,s1

ηρµ ηνσ u
1γµp{p` {k `mqγ

νuuγσp{p` {k `mqγ
ρu1

“
e4

4ps´m2q2

ÿ

s,s1

u1γµp{p` {k `mqγ
νuuγνp{p` {k `mqγµu

1

“
e4

4ps´m2q2

ÿ

s,s1

u1αγ
µ
αβp{p` {k `mqβγγ

ν
γδuδuεpγνqεηp{p` {k `mqηρpγµqρσu

1
σ

Riordinando questi elementi di matrice per poter usare le proprietà di Eq. (6.14):

ÿ

s1

u1σu
1
α “ p{p

1 `mqσα

ÿ

s

uδuε “ p{p`mqδε

otteniamo:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe |2 “

e4

4ps´m2q2
pγµqρσp{p

1 `mqσαγ
µ
αβp{p` {k `mqβγγ

ν
γδp{p`mqδεpγνqεηp{p` {k `mqηρ

“
e4

4ps´m2q2
Tr

„

γµp{p
1 `mqγµp{p` {k `mqγ

νp{p`mqγνp{p` {k `mq



che, ponendoci nel limite ad alte energie che ci permette di trascurare le masse degli
elettroni, diventa:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe |2 “

e4

4s2
Tr

„

γµ{p
1 γµp{p` {kqγ

ν
{p γνp{p` {kq



(6.28)

1In generale si può vedere che vale la relazione covariante (per vettori di polarizzazione di fotoni reali):

ÿ

λ

εµpλqε
˚
ν pλq “ ´ηµν ´

1

pk ¨ nq2
rkµkν ´ pk ¨ nqpkµnν ` kνnµqs (6.26)

dove nµ “ p1,~0 q. Nel caso di fotone che si muove lungo l’asse z, si possono utilizzare le espressioni
esplicite di εµ introdotte in sezione 4.3 per il caso di polarizzazione circolare (Eq. 4.20) e verificare la
relazione. I termini proporzionale a kµ, kν danno un contributo nullo all’ampiezza di scattering in virtù
dell’identità di Ward.
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Analogamente il secondo termine di ampiezza di scattering è:

1

4

ÿ

spin

|Mpeq
γe |2 “

e4

4u2

ÿ

spin

ε1
˚

µενε
1
ρε
˚
σ u

1γνp{p´ {k
1qγµu uγρp{p´ {k

1qγσu1

“
e4

4u2

ÿ

s,s1

u1γνp{p´ {k
1qγµu uγµp{p´ {k

1qγνu
1

da cui:
1

4

ÿ

spin

|Mpeq
γe |2 “

e4

4u2
Tr

„

γν {p
1 γνp{p´ {k

1qγµ{p γµp{p´ {k
1q



(6.29)

Chiaramente ottenibile dalla (6.28) scambiando di posto µ con ν e sostituendo k con
´k1. Infine, il termine di interferenza è:

1

4

ÿ

spin

Mpdq
γeMpeq˚

γe “
e4

4su

ÿ

spin

ε1
˚

µεν u
1γµp{p` {kqγ

νu ε1ρε
˚
σ uγ

ρp{p´ {k
1qγσu1

“
e4

4u2

ÿ

s,s1

u1γµp{p` {kqγ
ν uuγµp{p´ {k

1qγνu
1

ovvero:
1

4

ÿ

spin

Mpdq
γeMpeq˚

γe “
e4

4su
Tr

„

γν {p
1 γµp{p` {kqγ

ν
{p γµp{p´ {k

1q



(6.30)

Al fine di semplificare le tracce di Eqs. (6.28), (6.29), (6.30) usiamo la relazione
γµ{aγ

µ “ ´2{a. Dimostriamola:

γµ{aγ
µ “ γµaνγ

νγµ “ aνγµp´γ
µγν ` 2ηµνq “ ´4aνγ

ν ` 2aνγ
ν “ ´2{a

essendo γµγ
µ “ 41. Usando questa relazione e ricordando di aver imposto il limite di

alta energia, per cui {p2 “ p2 » 0, Eq. (6.28) diventa:

1

4

ÿ

spin

|Mpdq
γe |2 “

e4

4s2
Tr

„

´ 2{p
1p{p` {kqp´2{pqp{p` {kq



“
e4

s2
Trp{p

1{k{p{kq

“
8e4

s2
pp1 ¨ kqpp ¨ kq “

2e4

s2
2pp1 ¨ kq 2pp ¨ kq “ ´2e4u

s

Analogamente, Eq. (6.29) si riscrive come:

1

4

ÿ

spin

|Mpeq
γe |2 “

e4

u2
Tr

„

{p
1p{p´ {k

1q{pp{p´ {kq



“ ´
e4

u2
Trp{p

1{k1{p{k
1q

“ ´2
e4

u2
2pp1 ¨ k1q 2pp ¨ k1q “ ´2e4 s

u
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Usando γµ{a{b{cγ
µ “ ´2{c{b{a e γµ{a{bγ

µ “ 4a ¨ b1, vediamo che il termine di interferenza di
Eq. (6.30):

1

4

ÿ

spin

Mpdq
γeMpeq˚

γe “
e4

4su
p´2qTr

„

γν {p
1
{pγ

νp{p` {kqp{p´ {k
1q



“ ´
2e4

su
pp ¨ p1q Tr

„

p{p` {kqp{p´ {k
1q



“ ´
2e4

su
pp ¨ p1q Trp{k{p´ {p{kq “ 0

non dà alcun contributo. In alternativa si può osservare che:

Tr

„

p{p` {kqp{p´ {k
1q



“ Trp´{p
1{k ` {k{p´ {k{k

1q “ 2p´2p ¨ k1 ` 2p ¨ k ´ 2k ¨ k1q “ 2pu` s` tq

è nullo ad alte energie in virtù di Eq. (C.6).

Da questi risultati otteniamo:

1

4

ÿ

spin

|Mγe|2 “ ´2e4

ˆ

u

s
`
s

u

˙

(6.31)

da cui la sezione d’urto:

dσ

2π dpcos θq
“

1

4

ÿ

spin

|Mγe|2

64π2s
“ ´

2e4

64π2s

ˆ

u

s
`
s

u

˙

“ ´
α2

2s

ˆ

u

s
`
s

u

˙

cioè:

dσ

dpcos θq
“ ´

πα2

s

ˆ

u

s
`
s

u

˙

(6.32)

6.6 Sezione d’urto per il processo e´e` Ñ µ´µ`

Consideriamo in questa sezione il processo in cui una coppia elettrone-positrone si
annichila per dare origine ad un’altra coppia di particella e antiparticella di Dirac, in
questo caso µ´ e µ`. Al prim’ordine perturbativo, un singolo diagramma di Feynman,
rappresentato in Fig. 6.7, contribuisce a questo processo. Utilizzando le regole di Feynman,
la corrispondente ampiezza di scattering è data da:

Me´e` “ vpp`, s`qpieγ
µqupp´, s´q

ˆ

´ i
ηµν
q2

˙

upp1´, s
1
´qpieγ

νqvpp1`, s
1
`q (6.33)
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Figure 6.7: Diagramma di Feynman del processo e´e` Ñ µ´µ`.

mentre la somma/media sugli stati di spin finali/iniziali del suo modulo quadro risulta
essere:

1

4

ÿ

spin

|Me`e´ |2 “
1

4

ÿ

spin

e4

s2
vγµuu1γµv

1 v1γνu
1uγνv

“
e4

4s2

ÿ

spin

vαγ
µ
αβuβu

1
γpγµqγδv

1
δ v

1
εpγνqεηu

1
ηuργ

ν
ρσvσ

“
e4

4s2

ÿ

spin

vσvαγ
µ
αβuβuργ

ν
ρσ v

1
δv
1
εpγνqεηu

1
ηu
1
γpγµqγδ

“
e4

4s2

ÿ

spin

Tr

„

p{p` ´mqγ
µp{p´ `mqγ

ν



Tr

„

p{p`
1 ´mqγνp{p´

1 ´mqγµ



.

Nel limite di alte energie si ha:

1

4

ÿ

spin

|Me`e´ |2 “
e4

4s2

ÿ

spin

Trp{p`γ
µ
{p´γ

νq Trp{p
1
`γν {p

1
´γµq

“
e4

4s2
16ppµ`p

ν
´ ` p

ν
`p

µ
` ´ η

µνp` ¨ p´qpp
1
`µp

1
´ν ` p

1
`νp

1
`µ ´ η

µνp1` ¨ p
1
´q

“
4e4

s2
r2pp` ¨ p

1
`qpp´ ¨ p

1
´q ` 2pp` ¨ p

1
´qpp´ ¨ p

1
`q `(((

((((
(((

4pp` ¨ p´qpp
1
` ¨ p

1
´q`

´((((
(((

(((
4pp` ¨ p´qpp

1
` ¨ p

1
´qs

“
4e4

s2
r2pp` ¨ p

1
`qpp´ ¨ p

1
´q ` 2pp` ¨ p´

1qpp´ ¨ p
1
`qs

Usando le variabili di Mandelstam (C.2):

2p` ¨ p
1
` “ 2p´ ¨ p

1
´ “ ´t ; 2p` ¨ p

1
´ “ 2p´ ¨ p

1
` “ ´u
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si ottiene:
1

4

ÿ

spin

|Me`e´ |2 “
2e4

s2
pt2 ` u2q

Abbiamo già visto come nel sistema del baricentro valgano:

t “ ´
s

2
p1´ cos θq , u “ ´

s

2
p1` cos θq , t2 ` u2 “

s2

2
p1` cos2 θq ,

il che permette di scrivere la sezione d’urto in questo sistema di riferimento come:

dσ

dΩ
“
α2

4s
p1` cos2 θq (6.34)

la quale, integrata su tutto l’angolo solido, diventa:

σ “

ż

dσ

dΩ
dΩ “

4πα2

3s
.
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Unità naturali

Per quanto riguarda l’elettromagnetismo utilizziamo il sistema di Heavyside-Lorenz,
per cui cariche e correnti non sono grandezze dimensionalmente indipendenti. I tipi
indipendenti di grandezze sono dunque la lunghezza rLs, il tempo rts, la massa rM s e,
se consideriamo anche la termodinamica e la meccanica statistica - la temperatura rT s.
In natura esistono delle costanti dimensionali universali, riportate nella tabella A.1.
Usualmente vengono definite come “unità naturali” quelle in cui si pone c “ 1 e ~ “ 1.
Dire che la velocità della luce è una grandezza unitaria adimensionale implica che le
unità di lunghezza e tempo sono equivalenti:

rLs “ rts . (A.1)

Di conseguenza, si ha anche

rEs “ r~ps “ rM s . (A.2)

Queste relazioni sono consistenti con la relazione relativistica tra energia, impulso e
massa che per c “ 1 diviene

E2 “ p~pq2 `m2 . (A.3)

Per una forza si ha rF s “
“

ML´1
‰

.
Una quantità, come ~, che ha le dimensioni di un’azione, cioè rE ts, quando c “ 1 ha

c “ 3ˆ 108 m{ s rcs “
“

Lt´1
‰

~ “ 1.05ˆ 10´34J s r~s “ rE ts “
“

ML2t´1
‰

G “ 6.67ˆ 10´11 m3 Kg´1 s´2 rGs “
“

L3M´1t´2
‰

k “ 1.38ˆ 10´23JK´1 rks “
“

E T´1
‰

“
“

ML2t´2T´1
‰

Table A.1: Le costanti universali dimensionali: la velocità della luce c, la costante di
Planck ~, la costante di gravitazione universale G, la costante di Boltzmann k.
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dimensione rMLs. Dunque, porre ~ “ 1 richiede che le azioni siano adimensionali e
quindi che

rM s “
“

L´1
‰

. (A.4)

Usando le unità naturali che valgono sia in (A.1) e in (A.4). Si ha pertanto, oltre alla
temperatura1, un solo tipo di grandezza indipendente, che possiamo scegliere essere la
lunghezza. In questo modo

rts “ rLs , rEs “ r~ps “ rms “
“

L´1
‰

, rF s “
“

L´2
‰

. (A.5)

Ripristinare le unità fisiche Le unità naturali sono molto pratiche e comode in un
contesto relativistico e quantistico. Per ottenere però espressioni nel sistema internazionale
con le convenzioni di Heavyside-Lorenz (HL), al fine di effettuare predizioni confrontabili
con le misure sperimentali, è necessario reintrodurre le opportune potenze di c e ~. Ciò
è molto semplice da fare utilizzando l’analisi dimensionale. Nel S.I. si ha rcs “

“

L t´1
‰

e
r~s “ rE ts “

“

M L2 t´1
‰

, pertanto

”

~α cβ
ı

“

”

MαL2α`βt´α´β
ı

. (A.6)

Data una quantità espressa nel sistema naturale, la moltiplichiamo per ~αcβ e fissiamo α
e β in modo che essa assuma le dimensioni che le competono nel sistema internazionale
A.1.
Consideriamo un esempio La costante di struttura fine α è una quantità adimensionale
che, come vedremo, caratterizza la forza dell’accoppiamento elettromagnetico delle particelle
di carica e. Lavorando nel sistema naturale si trova

α “
e2

4π
. (A.7)

Notiamo che nel sistema HL la dimensionalità della carica è tale che
“

e2
‰

“
“

F L2
‰

.
In unità naturali la carica è quindi adimensionale, come segue dalla (A.5), e questa
espressione di α è dimensionalmente consistente. Nel sistema di HL avremo

α “
e2

4π
~α cβ , (A.8)

con α, β tali da rendere α adimensionale. Dobbiamo dunque avere

1 “ rαs “
“

e2
‰

”

~α cβ
ı

“

”

FL2MαL2α`βt´α´β
ı

“

”

Mα`1L2α`β`3t´2´α´β
ı

, (A.9)

1E’ possibile, ma non rilevante per questo corso, porre k “ 1 in modo tale che la temperatura abbia
le stesse dimensioni di un’energia.
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il che impone α “ β “ ´1. Dunque nel sistema di HL abbiamo

α “
e2

4π ~ c
. (A.10)

Ricordando che nel sistema di HL si ha e “ 5.4 ˆ 10´14 N1{2 m ed usando i valori delle
costanti ~ e c dati nella tabella A.1, si ottiene

α „
1

137
. (A.11)

Consideriamo un altro esempio La costante di gravitazione universale G compare
nella legge di Newton ed ha pertanto le dimensioni indicate nella tabella A.1. In unità
naturali, le sue dimensioni sono semplicemente

rGs “
“

L2
‰

. (A.12)

Possiamo dunque definire la costante universale LP . detta “Lunghezza di Planck”,
ponendo

L2
P “ G . (A.13)

La lunghezza di Planck rappresenta la scala di lunghezza alla quale si presume diventino
rilevanti gli effetti della gravità quantistica. Quale è il valore di LP nel sistema intenazionale?
Poniamo

L2
P “ G ~α cβ , (A.14)

con α e β tali che il membro di destra abbia le dimensioni di una lunghezza quadra, cioè
tali che

“

L2
‰

“

”

Mα´1L3`2α`βt´2´α´β
ı

. (A.15)

Questa condizione impone α “ 1, β “ ´3, cos̀ı che nel sistema internazionale si ha

L2
P “

G~
c3

. (A.16)

Sostituendo i valori delle costanti G, c ed ~ si trova che la lunghezza di Planck è
strabiliantemente piccola: LP „ 1.5ˆ 10´35 m.
A parte i richiami iniziali e, salvo in casi particolari, in queste dispense sono sempre
utilizzate le unità naturali.
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Oscillatore armonico - metodo
algebrico

Calcoliamo spettro di energia e stati quantistici associati dell’oscillatore armonico avente
hamiltoniana 3.12 usando il metodo operatoriale di Dirac. Introducendo gli operatori:

â “
1
?

2

ˆ

?
mω q̂ `

i
?
mω

p̂

˙

(B.1)

â: “
1
?

2

ˆ

?
mω q̂ ´

i
?
mω

p̂

˙

(B.2)

possiamo riscrivere l’hamiltoniana come:

Ĥ “
1

2

`

â:â` ââ:
˘

ω “
`

â:â`
1

2

˘

ω (B.3)

La seconda uguaglianza è ottenibile usando la relazione di commutazione:
“

â, â:
‰

“ 1 (B.4)

Infatti:

ââ: “
1

2

`

mωq̂2 ´ iq̂p̂` ip̂q̂ `
p̂2

mω

˘

“
1

2

`

mωq̂2 ´ i
“

q̂, p̂
‰

`
p̂2

mω

˘

“
Ĥ

ω
`

1

2

â:â “
1

2

`

mωq̂2 ` iq̂p̂´ ip̂q̂ `
p̂2

mω

˘

“
1

2

`

mωq̂2 ` i
“

q̂, p̂
‰

`
p̂2

mω

˘

“
Ĥ

ω
´

1

2
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nel seguito useremo anche le relazioni:

“

Ĥ, â
‰

“ ´ωâ ;
“

Ĥ, â:
‰

“ ωâ: (B.5)

di cui ad esempio dimostriamo la prima:

“

Ĥ, â
‰

“
1

2
ω
“

ââ: ` â:â, â
‰

“
1

2
ω
 “

ââ:, â
‰

`
“

â:â, â
‰(

“
1

2
ω
 

â
“

â:, â
‰

`
“

â, â
‰

â: ` â:
“

â, â
‰

`
“

â:, â
‰

â
(

“
1

2

`

´ â´ â
˘

“ ´ωâ

Consideriamo ora uno stato |ny, autostato di Ĥ con energia En, cioè per cui valga
l’equazione agli autovalori:

Ĥ |ny “ En |ny

usando le relazioni di commutazione B.5 possiamo trovare l’energia degli stati â: |ny e
â |ny come:

Ĥâ: |ny “
`

ωâ: ` â:Ĥ
˘

|ny
“

`

En ` ω
˘

â: |ny
Ĥâ |ny “

`

´ ωâ` âĤ
˘

|ny
“

`

En ´ ω
˘

â |ny

È dunque chiaro come gli operatori â: e â aumentino e diminuiscano rispettivamente
l’energia dello stato di un quanto ~ω; poichè l’energia non può essere diminuita indefinitamente
(infatti per l’oscillatore armonico l’energia potenziale, e quindi quella totale, è sempre
non negativa) deve esistere uno stato di energia minima |0y tale:

â |0y “ 0 (B.6)

L’energia di questo stato minimo è data da:

Ĥ |0y “ 1

2
ω |0y

Il primo stato eccitato è dato da |1y “ â: |0y e avrà energia p1 ` 1
2qω; lo stato n-esimo

sarà invece ottenuto tramite
`

â:
˘

|0y e avrà energia
`

n ` 1
2

˘

ω. Al fine di ottenere la
corretta normalizzazione xn|n|n|ny “ 1 poniamo:

|ny “ 1
?
n!

`

â:
˘n |0y (B.7)
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Abbiamo:
â: |ny “ Cn`i |n` 1y

con gli stati |ny, |n` 1y correttamente normalizzati; si ha allora:

|Cn`1|2 “ xn| ââ: |ny

“ xn|
`Ĥ

ω
`

1

2

˘

|ny

“ n` 1

Analogamente abbiamo:
â |ny “ Cn´1 |n´ 1y

per cui:

|Cn´1|2 “ xn| â:â |ny

“ xn|
`Ĥ

ω
´

1

2

˘

|ny

“ n

Possiamo allora scrivere:
â: |ny “

?
n` 1 |n` 1y (B.8)

â |ny “
?
n |n´ 1y (B.9)

Inoltre vale:

â:â |ny “ â:
?
n |n´ 1y

“
?
n
?
n |ny

ovvero:
â:â |ny ” n̂ |ny “ n |ny (B.10)

dove l’operatore â:â ” n̂ è detto operatore numero.
Nel caso in cui il sistema fisico sia un insieme di N oscillatori armonici indipendenti, la
lagrangiana diventa:

L̂ “
N
ÿ

r“1

`1

2
m 9̂q 2

r ´
1

2
mω2

r q̂
2
r

˘

con le relazioni di commutazione:

“

q̂r, p̂s
‰

“ iδrs ;
“

q̂r, q̂s
‰

“
“

p̂r, p̂s
‰

“ 0

L’hamiltoniana diventa analogamente la somma di N hamiltoniane:

Ĥ “

N
ÿ

r“1

ˆ

p̂ 2
r

2m
`

1

2
mω2

r q̂
2
r

˙

“

N
ÿ

r“1

ˆ

â :r âr `
1

2

˙

ωr
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cos̀ı come l’energia totale diventa la somma di N energie Er:

E “
N
ÿ

i“1

ˆ

nr `
1

2

˙

ωr

I corrispondenti autostati sono i prodotti |n1y |n2y ... |nNy di N autostati di oscillatori
indipendenti; |nry contiene nr unità discrete di eccitazione di frequenza ωr. Tali stati si
indicano in genere come |n1, n2, ..., nny, e lo stato fondamentale è quello in cui tutti gli
oscillatori sono nello stato non eccitato, ovvero |0, 0, ..., 0y ” |0y, e per tale stato vale:

âr |0y “ 0 ,@r

Gli operatori â :r creano quanti di energia ~ωr, mentre gli operatori âr distruggono quanti
di eguale energia; per questo motivo sono detti rispettivamente operatore di creazione
e di distruzione.

138



Appendix C

Variabili di Mandelstam

In un processo di tipo 1`2 Ñ 3`4 come quello rappresentato in Fig. 5.7, i quadri-impulsi
delle particelle coinvolte devono rispettare le condizioni di mass-shell:

p2
1 “ m2

1 ; p2
2 “ m2

2 ; p2
3 “ m2

3 ; p2
4 “ m2

4

e la conservazione di energia ed impulso:

p1 ` p2 ´ p3 ´ p4 “ 0

Per esprimere con maggiore agevolezza le caratteristiche di invarianza di questo processo
possiamo introdurre le variabili di Mandelstam:

$

’

&

’

%

s “ pp1 ` p2q
2 “ pp3 ` p4q

2

t “ pp1 ´ p3q
2 “ pp4 ´ p2q

2

u “ pp1 ´ p4q
2 “ pp3 ´ p2q

2

(C.1)

È immediato notare come
?
s non sia altro che l’energia nel sistema di riferimento del

centro di massa; infatti:

pµ1 ` p
µ
2 “ pE1 ` E2,~0 q ñ s “ pE1 ` E2q

2

Dalle definizione delle variabili (C.1) discendono inoltre interessanti relazioni tra i prodotti
dei quadri-impulsi; si ha infatti:

s “ m2
1 `m

2
2 ` 2p1 ¨ p2 “ m2

3 `m
2
4 ` 2p3 ¨ p4

t “ m2
1 `m

2
3 ´ 2p1 ¨ p3 “ m2

2 `m
4
2 ´ 2p2 ¨ p4

u “ m2
1 `m

2
4 ´ 2p1 ¨ p4 “ m2

2 `m
2
3 ´ 2p2 ¨ p3
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dalle quali si ottiene rispettivamente:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

2p1 ¨ p2 “ s´m2
1 ´m

2
2

2p3 ¨ p4 “ s´m2
3 ´m

2
4

2p1 ¨ p3 “ m2
1 `m

2
3 ´ t

2p2 ¨ p4 “ m2
2 `m

2
4 ´ t

2p1 ¨ p4 “ m2
1 `m

2
4 ´ u

2p2 ¨ p3 “ m2
2 `m

2
3 ´ u

(C.2)

Notiamo che:

s` t` u “ m2
1 `m

2
2 `m

2
3 `m

2
4 ` 2p1 ¨ pp1 ` p2 ´ p3 ´ p4q (C.3)

“ m2
1 `m

2
2 `m

2
3 `m

2
4 (C.4)

(C.5)

Di particolare interesse è anche la riduzione di quest’ultima proprietà alle alte energie,
cioè con masse trascurabili:

s` t` u » 0 (C.6)

Nel caso in cui m1 “ m3 e m3 “ m4 (cioè le particelle dello stato iniziale sono
anche quelle dello stato finiale), le espressioni di cui sopra si semplificano e in particolare
otteniamo

$

’

&

’

%

p1 ¨ p2 “ p3 ¨ p4

p1 ¨ p4 “ p2 ¨ p3

p1 ¨ p3 “ p2 ¨ p4 solo se m1 “ m2

(C.7)
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Appendix D

Proprietà della traccia delle
matrici γ

In questa Appendice dimostriamo le proprietà della traccia delle matrici γ o dei loro
prodotti, enunciate in Eq. (6.15):

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Trpγµγνq “ 4ηµν

Trp{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anq “ 0 per n dispari

Trp{a{bq “ 4a ¨ b

Trp{a{b{c{dq “ 4rpa ¨ bqpc ¨ dq ` pa ¨ dqpb ¨ cq ´ pa ¨ cqpb ¨ dqs

(D.1)

Innanzitutto è bene ricordare che lavoriamo in uno spazio quadridimensionale, da cui:

Tr1 “ 4

Dimostriamo ora la prima di queste proprietà.
Dalla proprietà di anti-commutazione tγµ, γνu “ 2ηµν1, e usando l’invarianza della
traccia di matrici per permutazioni cicliche, si ha:

Trpγµγνq “ Trp´γνγµ ` 2ηµν1q

“ ´Trpγµγνq ` 2ηµνTrp1q

“ ´Trpγµγνq ` 8ηµν

da cui la proprietà in questione.
Per dimostrare la seconda è sufficiente sfruttare le proprietà delle matrici γ5, in

particolare l’identità γ5γ5 “ 1 e
 

γ5, γµ
(

“ 0. Infatti:

Trp{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anq “ Trp{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anγ
5γ5q

“ Trpγ5
{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anγ

5q

“ p´1qnTrpγ5γ5
{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anq

“ p´1qnTrp{a1{a2 ¨ ¨ ¨ {anq
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da cui segue chiaramente che la traccia del prodotto di un numero n dispari di matrici
contenenti le matrici γ è nullo.

Per la terza proprietà vediamo che:

Trp{a{bq “ Trpaµγ
µbνγ

νq “ aµbνTrpγ
µγνq “ aµbν 4ηµν “ 4 a ¨ b .

Non è invece nel nostro interesse dimostrare esplicitamente la quarta proprietà;
mostriamo però come valga il caso particolare:

Trp{aγµ{bγνq “ 4raµbν ` aνbµ ´ a ¨ b ηµνs

che usiamo nel calcolo di Eq. (6.16). Dalle proprietà di anticommutazione della matrici
γ non è difficile dimostrare che:

Trpγαγµγβγνq “ 4rηαµηβν ` ηανηµβ ´ ηαβηµνs

da cui:

Trp{aγµ{bγνq “ aαbβTrpγ
αγµγβγνq

“ 4 aαbβrη
αµηβν ` ηανηµβ ´ ηαβηµνs

“ 4raµbν ` aνbµ ´ a ¨ b ηµνs
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